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1 Einleitung

1.1 Das Rucksack-Problem

Diese Arb eit b ehandelt das 0/1-R ucksack-Pr oblem , auc h binäres Ruc ksac k-Problem

genann t. Gegeb en sind dab ei eine R ucksack-Kap azität r und n Elemente ei = ( gi ; ni )

für i 2 [n] := f 1; : : : ; ng1

, w elc he jew eils durc h ein Gewicht gi und einen Nutzen ni

sp ezi�ziert sind. Gesuc h t wird dann als Lösung eine T eilmenge L der Elemen te, deren

gesam tes Gewic h t GL die Kapazität r nic h t üb ersc hreitet und deren gesam ter Nutzen

NL maximal ist. Dab ei darf k ein Elemen t n ur �teilw eise� in einer Lösung en thalten sein.

Das 0/1-Ruc ksac k-Problem wird daher auc h ein ganzzahliges Optimierungsproblem

genann t. In F orm eines binären, linearen Programms ist das Problem wie folgt zu

b esc hreib en:

maximiere NL =
X

i 2 [n]

ni � x i

un ter der Besc hränkung GL =
X

i 2 [n]

gi � x i � r

mit x i 2 f 0; 1g; x i = 1 () ei 2 L; für i 2 [n]

(1.1)

Das Problem k ann auc h als En tsc heidungsproblem b esc hrieb en w erden, indem man

zusätzlic h zur ursprünglic hen Eingab e einen Nutzen w ert erhält, für den en tsc hieden

w erden soll, ob eine Lösung, deren Gewic h t die Ruc ksac k-Kapazität nic h t üb ersc hrei-

tet, mit mindestens diesem Nutzen existiert.

Das Ruc ksac k-Problem ist eines der meist un tersuc h ten Optimierungsprobleme aus den

Bereic hen Informatik und Op erations Researc h, sp eziell deren T eilb ereic hen K om bi-

natorik, K omplexitätstheorie, Kryptographie und Angew andte Mathematik, so dass

1

So w eit nic h t anders angegeb en steh t im w eiteren V erlauf dieser Arb eit ein Index i immer für einen

W ert aus [n].

1
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es selbst Gegenstand eines ganzen Buc hes ist [MT90]. Da es in F orm eines binären, li-

nearen Programms n ur eine Neb en b edingung b esitzt (Gleic h ung 1.1) ist es v on hohem

In teresse für theoretisc he Analysen. Zudem gibt es viele praktisc he An w endungsge-

biete, in denen es als Un terproblem auftritt. So ist es hauptsäc hlic h b ei Plan ungs-

problemen mit b egrenzter Kapazität jedo c h auc h in der Kryptographie als Basis des

Merkle-Hellman Public-Key-V erfahrens anzutre�en. Des w eiteren tritt es in der T e-

lek omm unik ation, b eim En t wurf in tegrierter Sc haltungen so wie der F estlegung v on

Routen auf.

So w eit nic h t anders angegeb en w erden die Eingab en des Problems innerhalb dieser

Arb eit folgende Eigensc haften b esitzen. Die Elemen te erhalten gröÿten teils für Ge-

wic h t und Nutzen jew eils einen W ert aus dem genorm ten In terv all [0; 1] der reellen

Zahlen. Dieser üb er Gewic h t und Nutzen gebildete zw eidimensionale Bereic h wird als

Einheitsquadr at (Abbildung 2.1 a)) b ezeic hnet. W erden die W erte für Gewic h t und

Nutzen unabhängig und gleic h v erteilt aus einem b eliebigen In terv all gew ählt, so spre-

c hen wir v on einer uniform zufäl ligen V erteilung der Elemen te.

Die Lösungen zu gegeb enen Eingab en w erden wie folgt klassi�ziert. Alle Lösungen,

deren Gewic h t die gegeb ene Ruc ksac k-Kapazität nic h t üb ersc hreiten, heiÿen zulässige

L ösungen . Alle anderen Lösungen nennen wir unzulässig o der zu schwer Eine zulässige

Lösung, deren Nutzen mindestens so ho c h ist wie der Nutzen jeder w eiteren zulässigen

Lösung, heiÿt optimale L ösung und wird mit L �
b ezeic hnet.

Für jede Eingab e des Problems existieren 2n
(z.T. jedo c h zu sc h w ere) Lösungen, also

b enötigt eine Suc he üb er den gesam ten Lösungsraum einen exp onen tiellen Aufw and.

Es k onn te jedo c h in vielen Studien gezeigt w erden, dass uniform zufällig gew ählte

Eingab en meist sehr sc hnell mittels einer geeigneten V erkleinerung des exp onen tiell

groÿen Lösungsraums

2

gelöst w erden k önnen.

Das Problem liegt in der Klasse NPO (die NP-Klasse der Optimierungsprobleme),

gehört in dieser ab er zu den �leic h testen�. Demen tsprec hend wird das Problem in [H01]

auc h in der Un terklasse NPO(I) platziert, d.h. es existiert ein ec h tes P olynomialzeit-

Appro ximationssc hema (FPT AS = ful ly p olynomial-time appr oximation-scheme ) mit

einer Appro ximations-Güte v on 1+ " und einer W orst-Case-Laufzeit aus O(" � 1n3) . Es

2

Mit einer � geeigneten V erkleinerung� ist gemein t, dass der Algorithm us, der nac h der optimalen

Lösung suc h t, eine groÿe Menge v on Lösungen nic h t näher b etrac h tet, nac hdem er für diese Menge

gezeigt hat, dass sie k eine optimale Lösung en thält.

2



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

k ann also eine zulässige Näherungslösung, deren Nutzen rec h t nah an dem Nutzen der

optimalen Lösung liegt, in P olynomialzeit gefunden w erden. T rotz dieses b eac h tlic hen

Ergebnisses ist das dazugehörige En tsc heidungsproblem NP-v ollständig

3

, d.h. un ter

der Annahme P 6= NP existiert k ein e�zien ter Algorithm us, der die optimale Lösung

in p olynomieller Zeit b erec hnet.

Eine zulässige Lösung liefert das einfac he Gr e e dy-V erfahr en : die Elemen te w erden nac h

ihrer Nutzendichte mi = ni =gi (Nutzen pro Gewic h tseinheit) sortiert und so lange zu

der zu Beginn k eine Elemen te en thaltenden Lösung hinzugefügt, bis durc h die Hin-

zunahme eines näc hsten Elemen ts die Lösung unzulässig wird. Dieses Elemen t heiÿt

Br e ak-Element und wird mit e = ( g;n) b ezeic hnet. Die so gefundene Lösung heiÿt

Br e ak-L ösung und wird mit L b ezeic hnet. Wie die meisten Lösungen, deren Gewic h te

kleiner o der gleic h der Ruc ksac k-Kapazität sind, k ann die Break-Lösung einen unge-

n utzten T eil des Ruc ksac k es bzw. der Ruc ksac k-Kapazität hin terlassen. Dieser unge-

n utzte T eil heiÿt R est-Kap azität und wird mit k b ezeic hnet. W enn jetzt mit einem

T eil des Break-Elemen ts die Rest-Kapazität bzgl. der Break-Lösung gefüllt wird, en t-

steh t eine Lösung, deren Nutzen eine ob ere Sc hrank e für den Nutzen aller zulässi-

gen Lösungen des Problems darstellt. Wir nennen diese Lösung F r aktionale L ösung

und b ezeic hnen sie mit

bL . Die F raktionale Lösung ist k eine �ec h te� Lösung des 0/1-

Ruc ksac k-Problems, da b ei ihr das Break-Elemen t n ur �teilw eise� en thalten ist.

Einen Algorithm us, der eine optimale Lösung L �
�ndet, nenn t man einen exakten

Algorithm us. In dieser Arb eit wird später no c h der Nemhauser/Ul lmann-A lgorithmus

[NU69] in Kapitel 2.2 detailliert b esc hrieb en, w elc her eine optimale Lösung �ndet. Die-

ser Algorithm us folgt dem K onzept der Dynamisc hen Programmierung, er b erec hnet

also Lösungen zu kleineren Mengen v on Elemen ten der Eingab e und erw eitert diese mit

den restlic hen Elemen ten. Dab ei w erden nac h einer Erw eiterung n ur p ar eto-optimale

L ösungen b etrac h tet. Eine Lösung ist pareto-optimal, w enn k eine Lösung existiert, die

in Gewic h t und Nutzen mindestens gleic h gut

4

und in einer dieser b eiden Kategorien

ec h t b esser ist. Eine pareto-optimale Lösung k ann also nic h t in Gewic h t o der Nutzen

ohne gleic hzeitige V ersc hlec h terung der jew eils anderen Kategorie v erb essert w erden.

Ist eine Lösung nic h t pareto-optimal, so wird sie dominiert genann t.

Es existiert immer eine optimale Lösung, die pareto-optimal ist. Dies lässt sic h leic h t

3

Bewiesen v on Karp in [K72 ] durc h p olynomielle Reduktion v on 3-SA T.

4

Für das Gewic h t gilt natürlic h � je leic h ter, desto b esser�, und für den Nutzen gilt � je mehr Nutzen,

desto b esser�.

3



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

durc h einen Widerspruc hsb ew eis zeigen. Angenommen, es gibt k eine optimale Lösung,

die pareto-optimal ist. Dann existiert jedo c h insb esondere für die leic h teste optima-

le Lösung eine Lösung, die sie dominiert. Dies ist äquiv alen t zu einer Lösung, die

hö c hstens so sc h w er ist wie die leic h teste optimale Lösung, einen mindestens so ho-

hen Nutzen aufw eist und in einer der b eiden Kategorien ec h t b esser ist. Da diese

Lösung o�ensic h tlic h zulässig ist und daher k einen höheren Nutzen als eine optimale

Lösung aufw eisen k ann, m uss sie leic h ter sein, w as jedo c h unserem Ausgangspunkt der

leic h testen optimalen Lösung widerspric h t. Also m uss die leic h teste optimale Lösung

pareto-optimal sein.

Der exp onen tiell groÿe Lösungsraum wird b eim Nemhauser/Ullmann-Algorithm us da-

durc h v erkleinert, dass dominierte Lösungen nic h t w eiter b etrac h tet w erden. Diese Lö-

sungen tragen nic h t zur Findung einer optimalen Lösung b ei, w eil die pareto-optimale

Lösungen, die sie dominieren, in allen (dem K onzept der Dynamisc hen Programmie-

rung folgenden) Erw eiterungen n ur b esser sein k ann als die en tsprec henden Erw eite-

rungen der dominierten Lösungen.

Für den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us wurde nac hgewiesen (z.B. in [H01]), dass

er pseudop olynomiell ist, d.h. für ganzzahlige Eingab en hängt die W orst-Case-Laufzeit

n ur p olynomiell v on der Anzahl der Elemen te und der gröÿten Zahl der Eingab e ab.

V on b esonderem In teresse ist n un die Di�erenz der Nutzen v on F raktionaler Lösung

und optimaler Lösung. Dieser Nutzen un tersc hied heiÿt Inte gr ality Gap

5

und wird mit

� b ezeic hnet. Luek er w eist für uniform zufällige Eingab en, deren Elemen te aus dem

Einheitsquadrat gew ählt w erden, nac h, dass der erw artete W ert für das In tegralit y Gap

in O(log(n)2=n) liegt ([Lue82] und [Lue98a ]). In tuitiv k ann dies damit erklärt w erden,

dass b ei zunehmender Anzahl v on Elemen ten die W ahrsc heinlic hk eit einer niedrigeren

Rest-Kapazität steigt, da mit jedem Elemen t die Anzahl zulässiger Lösungen stark

erhöh t wird.

T rotz der ob en genann ten b eac h tlic hen Ergebnisse ist erst v or kurzem der erste Be-

w eis gelungen, dass die erw artete Laufzeit zur Findung einer optimalen Lösung für das

Ruc ksac k-Problem bzgl. einer natürlic hen Eingab ev erteilung p olynomiell ist [BV03].

Beier und Vö c king w eisen für den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us in [BV03 ] nac h,

dass die erw artete Anzahl pareto-optimaler Lösungen p olynomiell ist, und b estim-

5

In der Literatur existiert eine w eitere De�nition des In tegralit y Gap als Quotien t b eider Nutzen.

Dies ist in dieser Arb eit jedo c h nic h t der F all.
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men so die erw artete Laufzeit, da (dem K onzept der Dynamisc hen Programmierung

folgend) jew eils n ur p olynomiell viele Lösungen pro Elemen t der Eingab e erw eitert

w erden m üssen.

Die Motiv ation für die Arb eiten v on Beier und Vö c king und die daraus resultierenden

Ergebnisse w ar, dass die bisherigen W orst-Case-Analysen für das Ruc ksac k-Problem

w egen der meist sehr sc hnell lösbaren Eingab en aus v ersc hiedenen praktisc hen Gebie-

ten als zu p essimistisc h angesehen w erden k önnen. Gerade w eil das Problem zu den

�leic h testen� aus der NP-Klasse gehört, ist die Ho�n ung groÿ, dass zumindest eine

A v erage-Case-Analyse die Realität b esser widerspiegelt. Da jedo c h auc h in der Rea-

lität fast nie uniform zufällige Eingab en anzutre�en sind, folgen Beier und Vö c king

z.T. dem K onzept der �smo othed analysis�, dessen Idee im F olgenden b esc hrieb en

wird. Ausgehend v on einer v on einem Gegner v orgegeb enen Eingab e, w elc he evtl. eine

W orst-Case-Laufzeit eines Algorithm us b edingt, w erden die Elemen te p er Zufallsein-

�uss v erändert. Der Gegner gibt dab ei Eingab en v or, w elc he b estimm ten Strukturen

un terliegen, die zu un tersc hiedlic hen praktisc hen An w endungen gehören. Da jedo c h

auc h solc he Eingab en zu fest gew ählt sein k önnen, w erden diese no c h zufällig v erän-

dert. Je stärk er der Ein�uss des Zufalls, desto stärk er un tersc heidet sic h die daraus

resultierende Eingab e v on der v om Gegner v orgegeb enen Eingab e. Die �smo othed ana-

lysis� gibt dann das V erhalten v on Algorithmen in Abhängigk eit dieses Zufalls an.

1.2 F astCo re-Algo rithmus

Beier und Vö c king geb en in [BV04a ] einen Algorithm us an, w elc her die Laufzeit bis-

heriger exakter Algorithmen auf uniform zufällig erstellten Eingab en un terbietet. Die-

ser Algorithm us ist der F astCor e-A lgorithmus , w elc her sic h des v on Goldb erg und

Marc hetti-Spaccamela v orgestellten Cor e-Konzepts b edien t [GMS84]. Dab ei ist die

Ho�n ung, dass die Sc hnittmenge der Elemen te aus der Break-Lösung und der optima-

len Lösung relativ zur Anzahl der Elemen te in diesen Lösungen groÿ ist. Es m üssen

dann also n ur einige w enige Elemen te, die Cor e-Elemente , b etrac h tet w erden, um die

Break-Lösung zur optimalen Lösung abzuändern.

Goldb erg und Marc hetti-Spaccamela w eisen in [GMS84] jedem Elemen t einen W ert

zu, die sogenann te vertikale Distanz . Sie zeigen, dass ein Elemen t n ur dann ein Core-

Elemen t sein k ann, w enn seine v ertik ale Distanz kleiner als das In tegralit y Gap ist. Die-
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ses Resultat n utzen Beier und Vö c king aus, um den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us

zu b esc hleunigen. Dazu erw eiterten sie den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us, indem

sie die Elemen te nac h aufsteigender v ertik aler Distanz sortieren und den Algorithm us

darauf an w enden. Sobald eine Lösung mit einem Nutzen un tersc hied zur F raktionalen

Lösung gefunden wird, der kleiner ist als die v ertik ale Distanz der no c h folgenden Ele-

men te, k ann der Algorithm us abgebro c hen w erden. Die Ho�n ung dab ei ist, dass w eit

w eniger Elemen te b etrac h tet w erden m üssen, als es die Anzahl der Elemen te in der

Eingab e v orgibt.

Für ihre Analyse der erw arteten Laufzeit des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us v er-

w enden Beier und Vö c king Eingab en mit b eliebig fest gew ählten Gewic h ten. Der Nut-

zen wird zufällig für jedes Elemen t anhand einer b eliebigen, stetigen W ahrsc heinlic h-

k eitsv erteilung ermittelt. Dab ei darf für jedes Elemen t eine andere Dic h tefunktion

b en utzt w erden. Die erw artete Laufzeit des Nemhauser/Ullmann-Algoritm us ist dann

für genann te V erteilungen in O(n � �n 4) , w ob ei das erste n die Anzahl der Elemen-

te und �n 4
die maximale Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen repräsen tiert. Des

w eiteren steh t � für das Suprem um aller b en utzten Dic h tefunktionen. Dies b edeutet

anhand der �smo othed analysis�, dass die Laufzeit v on der Stärk e des Zufallsein�usses

auf die Eingab e abhängt, also wie stark o der wie w enig stark der Zufall die Erstellung

der Elemen te in der Eingab e mitb estimm t. Je w eniger zufällig dab ei die Elemen te der

Eingab e b estimm t w erden, desto höher liegt � und die erw artete Laufzeit.

Für die Analyse der erw arteten Laufzeit des F astCore-Algorithm us wird v on Beier und

Vö c king die v on Luek er gezeigte erw artete Ob ergrenze des In tegalit y Gaps b en utzt.

Diese gilt jedo c h n ur für Eingab en, deren Elemen te uniform zufällig aus dem Einheits-

quadrat gew ählt w erden. Die so ermittelte erw artete Laufzeit ist in O(n � polylog(n)) .

In [BV04b] zeigen Beier und Vö c king exp erimen tell, dass der F astCore-Algorithm us

sc hneller eine optimale Lösung b erec hnet als der v on Pisinger [MPT99 ] v orgestellte

c omb o -Algorithm us, w elc her zuv or als b ester Algorithm us galt.

Der erste T eil dieser Arb eit setzt n un hier an. Für vier v ersc hiedene V erteilungen der

Elemen te in der Eingab e, für die no c h k eine theoretisc hen Ergebnisse üb er die erw ar-

tete Gröÿe des In tegralit y Gaps und die erw artete Laufzeit des F astCore-Algorithm us

existieren, wird der Zusammenhang zwisc hen dem In tegralit y Gap, der Anzahl v on

Core-Elemen ten und der Anzahl v on pareto-optimaler Lösungen in Abhängigk eit v on

einem P arameter " un tersuc h t und in einen V ergleic h zu exp erimen tell ermittelten, en t-
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sprec henden W erten für die V erteilung der uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat

gew ählten Elemen te gesetzt. Der P arameter " soll dab ei die Höhe des Zufalls steu-

ern, so dass wir ermitteln k önnen, wie sic h die Laufzeit des F astCore-Algorithm us für

die vier un tersuc h ten V erteilungen b ei einer Änderung des Zufallsein�usses v erändert.

Dieser T eil ist ergänzend zu den Arb eiten v on Beier und Vö c king ([BV03 ],[BV04a]

und [BV04b]) zu sehen.

1.3 Branch & Bound-Algo rithmus

Im zw eiten T eil dieser Arb eit wird ein anderer Ansatz v erfolgt, nämlic h das Finden

einer optimalen Lösung mittels eines Br anch & Bound-A lgorithmus . Bei einem sol-

c hen Algorithm us w erden Mengen v on Lösungen in disjunkte T eilmengen un terteilt

und un tere und ob ere Sc hrank en für den Nutzen aller in einer T eilmenge en thalte-

nen Lösungen ermittelt. Sobald T eilmengen gefunden w erden, für die anhand dieser

Sc hrank en gefolgert w erden k ann, dass sie die optimale Lösung nic h t en thalten, w erden

diese v on einer w eiteren Suc he ausgesc hlossen. Alle w eiteren T eilmengen w erden w ei-

ter un terteilt, bis die optimale Lösung gefunden ist. Die Un terteilungen ergeb en b eim

0/1-Ruc ksac k-Problem genau zw ei disjunkte T eilmengen, w ob ei eine T elmenge durc h

alle Lösungen gebildet wird, w elc he ein zur Un terteilung b en utztes Elemen t en thalten.

Die zw eite T eilmenge en thält dann alle anderen Lösungen. Die Ho�n ung b ei einem

Branc h & Bound-Algorithm us ist, dass groÿe Mengen v on Lösungen sehr früh ausge-

sc hlossen w erden, so dass der Aufw and en tfällt, diese Menge an Lösungen genauer zu

un tersuc hen.

Beim Branc h & Bound-Algorithm us gibt es für das 0/1-Ruc ksac k-Problem v ersc hie-

dene Strategien der Elementr eihenfolge (w elc hes Elemen t b estimm t die Un terteilung

der Lösungsmenge?) und der Knotenr eihenfolge (w elc he T eilmenge wird als näc hstes

un terteilt?) und die daraus resultierenden K om binationen im Ablauf des Algorithm us.

Diese K om binationen w erden miteinander v erglic hen und für zw ei der b esten K om bi-

nationen w eitere v ertiefende Ergebnisse präsen tiert.

Dieser T eil wirkt v orb ereitend für w eitere (theoretisc he) Studien, daher w erden auc h

n ur die sehr einfac h ermittelten Nutzen der Break-Lösung und der F raktionalen Lö-

sung als un tere und ob ere Sc hrank en in den T eilmengen v erw endet. Es w erden jedo c h

V erb esserungen des dazu b en utzten Greedy-V erfahrens genann t, w elc he eine b essere
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un tere Sc hrank e liefern.

1.4 Aufbau

In Kapitel 2 dieser Arb eit w erden zunäc hst anhand des Greedy-V erfahrens Begri�e

eingeführt, die für die Besc hreibung des F astCore-Algorithm us b enötigt w erden. Der

Begri� der v ertik alen Distanz wird formal de�niert und der Bew eis zum Zusammen-

hang mit dem In tegralit y Gap v orgestellt. Ansc hlieÿend wird der Nemhauser/Ullmann-

Algorithm us als Hauptb estandteil des F astCore-Algorithm us detailliert erklärt. Nac h

der Besc hreibung des Ablaufs des F astCore-Algorithm us w erden die Einstellungen der

exp erimen tellen Un tersuc h ungen b esc hrieb en und in den einzelnen Absc hnitten für die

v ersc hiedenen Eingab e-V erteilungen die Ergebnisse und Erklärungen für die V erläufe

des In tegralit y Gaps, der Anzahl v on Core-Elemen ten und der Anzahl v on pareto-

optimalen Lösungen gegeb en. Das Kapitel sc hlieÿt ein längeres F azit ab, w elc hes einen

V ergleic h zu den Ergebnissen v on Beier und Vö c king en thält.

In Kapitel 3 wird analog zum v orhergehenden T eil der Branc h & Bound-Algorithm us

b ehandelt. Es wird zunäc hst detailliert auf den Aufbau des Algorithm us eingegan-

gen und die möglic hen Ausprägungen v on Elemen treihenfolge und Knotenreihenfolge

dargestellt. Nac h einem V ergleic h säm tlic her resultierender K om binationen für klei-

ne Eingab egröÿen w erden für zw ei der b esten K om binationen w eiterführende Ergeb-

nisse präsen tiert und mit einigen Ergebnissen aus der Un tersuc h ung des F astCore-

Algorithm us v erglic hen. Der Absc hluss dieses T eils en thält möglic he V erb esserungen

des Greedy-V erfahrens, w elc he eine gröÿere Menge v on Lösungen v on der w eiteren

Suc he aussc hlieÿen.

Aufgrund der zw ei rec h t un tersc hiedlic hen v orherigen Kapitel folgt in Kapitel 4 n ur

eine grob e Zusammenfassung der Ergebnisse mit Ausblic k auf möglic he Themen für

w eiterführende Studien, da ein genaueres F azit der einzelnen Ergebnisse aus den zw ei

un tersc hiedlic hen Bereic hen sc hon in den jew eilgen Kapiteln selbst gegeb en wird.

Säm tlic he Ergebnisse dieser Arb eit b eruhen auf den Ausgab en eigens für diese Arb eit

in C++ implemen tierter Algorithmen. K ompiliert wurden sie auf einem Unix-System.

Als Zufallsgenerator für die W erte v on Gewic h t und Nutzen, w elc he den Daten t yp long

double und daher eine Gröÿe v on 64 bit b esaÿen, wurde die C++-in terne F unktion
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r and() b en utzt. Diese Zahlen wurden danac h durc h Division auf das In terv all [0, 1]

o der andere gewünsc h te In terv alle genorm t.

Die Algorithmen liefen hauptsäc hlic h auf Rec hnern mit einem P en tium 4-Prozessor mit

3,2 bzw. 2,4 GHz und 1GB bzw. 512 MB RAM. Auc h wurde z.T. ein P en tium 3 mit 866

MHz und 128 MB RAM b en utzt, do c h die meisten Ergebnisse dieser Arb eit b enötigen

k eine einheitlic hen Rec hnerdaten als Grundlage. Selbstv erständlic h wurde b ei einigen

V ergleic hen, w elc he dies v oraussetzen, darauf geac h tet, dass z.B. für V ergleic he v on

absoluten Laufzeiten in Sekunden ein und derselb e Rec hner b en utzt wurde.
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2 Untersuchung des

F astCo re-Algo rithmus

In diesem T eil wird zunäc hst das b enötigte Grundwissen für den F astCore-Algorithm us

präsen tiert. Diesen k ann man in drei Absc hnitte un terteilen: als erstes wird das Greedy-

V erfahren auf die nac h absteigender Nutzendic h te sortierten Elemen te der Eingab e

angew andt. Als zw eites folgt eine sp ezielle F ormatierung und Sortierung der Elemen te.

Drittens wird der Nemhauser/Ullmann-Algorithm us auf diese Reihe v on Elemen ten

angew andt.

Dem en tsprec hend w erden in diesem T eil erst mittels des Greedy-V erfahrens einige

zur detaillierten Besc hreibung des F astCore-Algorithm us b enötigte Begri�e eingeführt

und im Ansc hluss der Nemhauser/Ullmann-Algorithm us genauer b esc hrieb en, w elc her

den Kern des F astCore-Algorithm us darstellt. Nac h der V orstellung des F astCore-

Algorithm us folgen dann die Besc hreibungen der exp erimen tellen Un tersuc h ungen und

ihrer Ergebnisse.

2.1 Das Greedy-V erfahren

Im ersten T eil des F astCore-Algorithm us wird zunäc hst die Break-Lösung mittels des

Greedy-V erfahrens b estimm t. Für das Greedy-V erfahren w erden alle Elemen te der Ein-

gab e nac h ihrer Nutzendic h te sortiert. Daraufhin w erden in absteigender Reihenfolge

der Sortierung die Elemen te zu einer Lösung hinzugenommen, bis ein Elemen t das Ge-

sam tgewic h t der Lösung die Ruc ksac k-Kapazität üb ersc hreiten lässt. Dieses erste nic h t

mehr zur Lösung gehörende Elemen t ist das Break-Elemen t e = ( g;n) , die Lösung bis

dahin die Break-Lösung L .

Gra�sc h gesehen läuft ein im Ursprung v erank erter Strahl s (der Nutzendichte-Str ahl )

im Uhrzeigersinn v on der Senkrec h ten bis zur W aagerec h ten durc h die Elemen te, w ob ei
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a) b) c)

a) Einheitsquadrat b) Nutzendic h te-Strahl s c) Greedy-Lösungen: Break-Strahl

s, Break-Elemen t e, Break-Lösung L , Rest-Kapazität k der Break-Lösung, fraktionales

Elemen t be

Abbildung 2.1: Einheitsquadrat und Greedy-V erfahren

in der Reihenfolge der Sortierung die Elemen te v on diesem Strahl getro�en w erden

(Abbildung 2.1 b)). Den Strahl durc h das Break-Elemen t nennen wir Break-Strahl

1

s, dieser b esitzt die Steigung m = n=g. Da die Restk apazität k der Break-Lösung

kleiner als das Gewic h t des Break-Elemen tes ist, k ann n ur ein T eil f des Elemen tes,

das fr aktionale Element be = f �e, zu der Lösung hinzugenommen w erden, ohne dass das

Gewic h t die Ruc ksac k-Kapazität üb ersc hreitet: be = ( f � g; f � n) = ( bg;bn) mit f � g = k

(Abbildung 2.1 c)). Die dadurc h en tstehende Lösung heiÿt F raktionale Lösung

bL =

L [ be = ( GL + bg; NL + bn) und ihr Nutzen ist eine ob ere Sc hrank e für den Nutzen aller

zulässigen, ganzzahligen Lösungen.

Die F raktionale Lösung k ann bzgl. einer nac h ihrer Nutzendic h te sortierten Reihe v on

Elemen ten mittels des Indizes-V ektors

�
bi1; : : : ; bin

�
= (1 ; : : : ; 1; f; 0; : : : ; 0) 2 f 0; 1; f gn

b esc hrieb en w erden. Analog dazu wird die optimale Lösung L �
mittels des V ektors

(i �
1; : : : ; i �

n ) 2 f 0; 1gn
b esc hrieb en. Dab ei gilt i �

x = 1 () ei �
x

2 L �
Die Indizes, die in

diesen b eiden V ektoren un tersc hiedlic he, ganzzahlige W erte aufw eisen (also ausgenom-

men des Break-Index), bilden die Unterschie ds-Menge U (L � ) . Diese Menge k ann no c h

in zw ei disjunkte T eilmengen un terteilt w erden, w ob ei der Index b ei den T eilmengen

für den W ert der Indizes in der Optimalen Lösung steh t.

U (L � ) := U0 (L � ) _[ U1 (L � ) (2.1)

1

In der Literatur �ndet sic h auc h die Bezeic hn ung Dantzig-Str ahl .

11



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

Abbildung 2.2: V ersc hiedene Mengen v on Lösungen bzgl. einer gegeb enen Lösung

Die Menge U1 (L � ) en thält also alle Indizes der Elemen te, die zur Optimalen Lösung

gehören, deren Nutzendic h te ab er kleiner o der gleic h der des Break-Elemen ts ist. Diese

Elemen te gehören jedo c h nic h t zur Break-Lösung. Analog dazu w erden alle Elemen te,

die zur Break-Lösung ab er nic h t zur optimalen Lösung gehören durc h die Indexmenge

U0 (L � ) b esc hrieb en.

2.2 Der Nemhauser/Ullmann-Algo rithmus

Der Nemhauser/Ullmann-Algorithm us ist ein exakter Algorithm us für ein gegeb enes

0/1-Ruc ksac k-Problem, d.h. er �ndet eine optimale Lösung. Er b eruh t auf dem K on-

zept der Dynamisc hen Programmierung, d.h. er ermittelt für kleinere Mengen v on

Elemen ten v ersc hiedene Lösungen und k om biniert diese zu Lösungen für gröÿere Men-

gen v on Elemen ten bis hin zur Menge aller Elemen te der Eingab e. Bei der K om bination

der Mengen v erw endet er des w eiteren das Dominanzk onzept der pareto-optimalen Lö-

sungen, durc h das er den exp onen tiell groÿen Lösungsraum v erkleinert. Eine Lösung

ist pareto-optimal, w enn k eine Lösung existiert, die mindestens den gleic hen Nutzen

b esitzt und gleic hzeitig maximal gleic h sc h w er und in einer dieser b eiden Kategoriern

ec h t b eser ist. Eine pareto-optimale Lösung k ann also nic h t in Gewic h t o der Nutzen

v erb essert w erden, ohne in der anderen Kategorie sc hlec h ter zu w erden. Eine Lösung

wird dominiert, w enn sie nic h t pareto-optimal ist. In Abbildung 2.2 ist die gezeigte

Lösung pareto-optimal, falls im Bereic h A k eine Lösung existiert. Alle Lösungen aus

dem Bereic h B w erden v on der gezeigten Lösung dominiert, da sie alle ein höheres Ge-

wic h t b ei geringerem Nutzen aufw eisen. Alle Lösungen aus dem Bereic h C dominieren

nic h t die gezeigte Lösung und w erden auc h nic h t v on dieser dominiert.

Der Algorithm us nimm t zuerst die leere Menge als möglic he Lösung des Ruc ksac k-
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a) b) c) d)

Ausgehend v on eine Lösungsmenge mit 4 pareto-optimalen Lösungen (a) w erden diese

4 Lösungen mit einem Elemen t erw eitert zur 4 Lösungen en thaltenden Erw eiterungs-

menge (b). Un ter Dominanzprüfung w erden die zw ei Mengen v erein t, w ob ei hier je

eine Lösung der b eiden Mengen v on einer anderen Lösung dominiert wird (c). Mit der

v ereinigten Lösungsmenge, die n un 6 pareto-optimale Lösungen en thält (d), und dem

näc hsten Elemen t wird fortgefahren.

Abbildung 2.3: Lösungsmengen, Erw eiterungsmenge und Dominanzprüfung w ährend

des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us

Problems. Diese erste Lösung wird in die L ösungsmenge aufgenommen. In n (en tspre-

c hend der Anzahl der Elemen te der Eingab e) w eiteren Sc hritten wird n un jew eils aus

der Lösungsmenge zuerst eine zw eiten Menge (die Erweiterungsmenge ) gebildet, in-

dem jeder Lösung der Lösungsmenge ein no c h nic h t b en utztes Elemen t hinzugefügt

wird. Zum Zw eiten w erden Lösungsmenge und Erw eiterungsmenge zur neuen, für den

näc hsten Sc hritt relev an ten Lösungsmenge v ereinigt, w ob ei jedo c h dominierte Lösun-

gen en tfern t w erden. Die K orrektheit des Aussc hlusses einer Lösung mittels des Do-

minanzk onzepts b eruh t auf der T atsac he, dass die Erw eiterung der sie dominierenden

Lösung wieder dominan t gegen üb er der eigenen Erw eiterung ist. In der Lösungsmenge

b e�nden sic h also zu jedem Zeitpunkt n ur pareto-optimale Lösungen, w elc he jedo c h

für ein gegeb enes 0/1-Ruc ksac k-Problem unzulässig, also zu sc h w er sein k önnen. Da

jedo c h, wie sc hon gezeigt, mindestens eine optimale Lösund auc h pareto-optimal ist,

reic h t eine Suc he durc h die gesam te Menge an pareto-optimalen Lösungen aus, um

eine optimale Lösung zu �nden. Die zu einem gegeb enen Ruc ksac k-Problem sc h w erste

zulässige Lösung in der Menge der pareto-optimalen Lösungen ist dann diese optima-

le Lösung. Der Ablauf der Erw eiterung und der V ereinigung un ter Dominanzprüfung

wird anhand eines Beispiels in Abbildung 2.3 k onkret b esc hrieb en.

Dort zeigt sic h auc h, dass die pareto-optimalen Lösungen gra�sc h gesehen T repp en-
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a) b)

a) jew eilige v ertik ale Distanz lx bzw. ly für Elemen te ob erhalb ( ex ) und un terhalb ( ey )

des Break-Strahls s b) Elemen te mit v ertik aler Distanz geringer als das In tegralit y

Gap �

Abbildung 2.4: V ertik ale Distanz und Elemen te mit v ertik aler Distanz geringer als das

In tegralit y Gap

stufen bilden (z.B. Abbildung 2.3 a) + d)). Dies ist damit zu erklären, dass k eine

Lösungen existieren, w elc he einen gröÿeren Nutzen b ei geringerem Gewic h t als die

pareto-optimalen Lösungen b esitzen und demen tsprec hend in der Abbildung links ob en

v on einer pareto-optimalen Lösung liegen würden. Rec h ts und un terhalb einer pareto-

optimalen Lösung k önnen Lösungen existieren, jedo c h w erden diese dann dominiert,

wie in Abbildung 2.3 c) zu sehen ist.

2.3 V ertik ale Distanz

Um den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us v orzeitig abzubrec hen, ihn also nic h t auf

allen Elemen ten der Eingab e auszuführen, wird jetzt der Begri� der v ertik alen Distanz

formal eingeführt.

De�nition 2.1. Die vertikale Distanz l i eines Elementes ei = ( gi ; ni ) ist der Nut-

zenunterschie d zwischen diesem Element und dem Punkt auf dem Br e ak-Str ahl s der

Steigung m mit Gewicht gi , also gilt:

ni = m � gi + l i für i 2 U0 (L � ) und

ni = m � gi � l i für i 2 U1 (L � ) :
(2.2)

Des weiter en wir d die Distanz einer Menge von Indizes als Summe al ler Distanzen der
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entspr e chenden Elemente de�niert:

D (U (L � )) =
X

i 2 U(L � )

l i : (2.3)

Abbildung 2.4 a) zeigt die v ertik ale Distanz für zw ei Elemen te, die auf v ersc hiede-

nen Seiten des Break-Strahls liegen. Die Un terteilung der Elemen te in die ob erhalb

( U0 (L � ) ) und un terhalb ( U1 (L � ) ) des Break-Strahls wird für den v on Goldb erg und

Marc hetti-Spaccamela geführten Bew eis des folgenden Satzes [GMS84 ] b enötigt.

Satz 2.1. Das Inte gr ality Gap ist eine ob er e Schr anke für die vertikalen Distanzen der

Elemente, die den Unterschie d zwischen Br e ak-L ösung und optimaler L ösung ausma-

chen.

Beweis. Es gilt:

NL � = N bL �

0

@
X

U0(L � )

ni + n � f

1

A +
X

U1 (L � )

ni (2.4)

Nun k ann man folgendermaÿen das In tegralit y Gap formal umformen:

� = N bL � NL �
2:4=

X

U0 (L � )

ni + n � f �
X

U1 (L � )

ni

2:2= m �

0

@
X

U0(L � )

gi + g � f

1

A +
X

U0(L � )

l i

� m �

0

@
X

U1 (L � )

gi

1

A +
X

U1 (L � )

l i

2:1= m �

0

@
X

U0(L � )

gi + g � f �
X

U1 (L � )

gi

1

A

+
X

U(L � )

l i

2:3= m � (r � GL � ) + D (U (L � ))

Der erste Summand der rec h ten Seite en tspric h t dab ei dem maximal durc h die Rest-

Kapazität b edingten v erlorenen Nutzen, der sic h aus Multiplik ation der Nutzendic h-
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te des Break-Elemen ts ( m ) und der gegeb enen Restk apazität der optimalen Lösung

( r � GL �
) ergibt. Da dieser also n ur gröÿer o der gleic h Null sein k ann, ist das In tegra-

lit y Gap mindestens so groÿ wie der zw eite Summand, also der gesam ten v ertik alen

Distanz der Elemen te, die den Un tersc hied zwisc hen Break-Lösung und optimaler Lö-

sung ausmac hen ( U (L � ) ). Somit ist das In tegralit y Gap eine ob ere Sc hrank e für die

v ertik ale Distanz jedes einzelnen Elemen ts aus ( U (L � ) ).

W erden n un die Elemen te der Eingab e nac h aufsteigender v ertik aler Distanz sortiert

und dem Nemhauser/Ullmann-Algorithm us üb ergeb en, so k ann der Algorithm us ab-

gebro c hen w erden, sobald alle no c h zu b etrac h tenden Elemen te eine höhere v ertik ale

Distanz b esitzen als der kleinste Nutzen un tersc hied zwisc hen F raktionaler Lösung und

einer bis dahin gefundenen zulässigen Lösung.

Im w eiteren V erlauf dieser Arb eit w erden wir n un die Elemen te als Core-Elemen te

b ezeic hnen, w elc he eine v ertik ale Distanz aufw eisen, die geringer als das In tegralit y

Gap ist

2

. Diese Elemen te sind in Abbildung 2.4 b) abgebildet.

2.4 Der F astCo re-Algo rithmus

Der F astCore-Algorithm us (Abbildung 2.5) b estimm t zunäc hst das Gewic h t und den

Nutzen der Break-Lösung, den Nutzen der F raktionalen Lösung und die Steigung

des Break-Strahls. Dann sortiert er alle Elemen t nac h aufsteigender v ertik aler Di-

stanz, w ozu die Steigung des Break-Strahls b enötigt wird. Während des Ablaufs des

Nemhauser/Ullmann-Algorithm us v ergröÿert sic h somit mit jedem w eiteren Elemen t

die jew eilige v ertik ale Distanz. Nac h dieser Sortierung folgt eine sp ezielle F ormatie-

rung der Elemen te. Jedes einzelne Elemen t der Break-Lösung wird negiert, indem das

jew eilige Gewic h t und der jew eilige Nutzen mit -1 m ultipliziert wird.

Der Sinn dab ei ist, dass der Nemhauser/Ullmann-Algorithm us die Un tersc hiedsmen-

ge U (L � ) b estimmen soll und dafür die Elemen te der Break-Lösung einer Lösung,

die auf jener basiert, wieder en tfernen k ann. Dem Nemhauser/Ullmann-Algorithm us

wird n un diese sp ezielle Reihe v on Elemen ten, die Rest-Kapazität der Break-Lösung

so wie die Nutzen der Break-Lösung und der F raktionalen Lösung üb ergeb en. Der

2

Die Core-Elemen te sind eigen tlic h n ur die Elemen te, w elc he durc h die Un tersc hiedsmenge U (L � )
b esc hrieb en w erden. Wir w ollen jedo c h eine umständlic he F orm ulierung der v om F astCore-

Algorithm us b etrac h teten Elemen te v ermeiden.
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1. Greedy-Verfahren:

a) Elemente nach absteigender Nutzendichte sortieren

b) Bestimmung des Gewichts und des Nutzens der

Break-Lösung, des Nutzens der Fraktionalen Lösung

und der Steigung des Break-Strahls

2. Spezielle Formatierung und Sortierung:

a) Elemente nach aufsteigender vertikaler Distanz

sortieren

b) Elemente der Break-Lösung negieren

3. Nemhauser/Ullmann -A lg ori th mu s:

a) initiale Lösungsmenge (Lösung enthält kein Element)

erstellen

b) für jedes Element der Eingabe:

i. Erweiterungsmenge bestimmen durch Hinzufügen

des Elementes zu jeder Lösung in der

Lösungsmenge

ii. Erweiterungs- und Lösungsmenge unter

Dominanzprüfung zur neuen Lösungsmenge vereinen

iii. Abbruch, falls Nutzenunterschie d der

besten bisher gefundenen Lösung (Lösung mit

maximalem Gewicht unter der Restkapazität der

Break-Lösung) kleiner als vertikale Distanz des

nächsten zu betrachtenen Elements

c) Rückgabe der Lösung mit maximalem Gewicht unter der

Restkapazität der Break-Lösung

4. Summe aus dem Nutzen der vom

Nemhauser/Ullmann -A lg ori th mu s erstellten Lösung und dem

Nutzen der vom Greedy-Verfahren ermittelten Break-Lösung

entspricht dem Nutzen der optimalen Lösung; Gewicht

analog.

Abbildung 2.5: Ablauf des F astCore-Algorithm us
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Nemhauser/Ullmann-Algorithm us b estimm t n un pareto-optimale Lösungen für die

üb ergeb ene Reihe v on Elemen ten. Dab ei b edeutet ein negiertes Elemen t in einer

pareto-optimalen Lösung, dass dieses aus der Break-Lösung wieder en tfern t wird, um

Platz für ein nic h t-negiertes Elemen t zu sc ha�en. Um den Nutzen der bisher b esten

gefundenen Lösung zu ermitteln, w erden der Nutzen der sc h w ersten, pareto-optimalen

Lösung, deren Gewic h t un ter der Rest-Kapazität der Break-Lösung liegt, und der Nut-

zen der Break-Lösung addiert. Dies en tspric h t dem Nutzen aller Elemen te der Break-

Lösung, abzüglic h dem Nutzen der Elemen te der Break-Lösung, die wieder en tfern t

wurden, und zuzüglic h dem Nutzen aller Elemen te, die der Lösung hinzugefügt wur-

den und nic h t der Break-Lösung angehören. Der Nutzen un tersc hied zwisc hen dieser

b esten Lösung und dem Nutzen der F raktionalen Lösung stellt eine ob ere Sc hrank e

für das In tegralit y Gap dar. Demnac h stellt dieser Nutzen un tersc hied auc h eine ob ere

Sc hrank e für die v ertik alen Distanzen der Elemen te aus der Un tersc hiedsmenge U (L � )

dar. Besitzt das näc hste zu b etrac h tende Elemen t n un eine höhere v ertik ale Distanz

als dieser Nutzen un tersc hied, so k ann der Algorithm us abgebro c hen w erden, da diese

b este gefundene Lösung den geringsten Nutzen un tersc hied aller möglic hen, zulässigen

Lösungen b esitzt. Die optimale Lösung wurde gefunden, denn jedes der no c h nic h t

b etrac h teten Elemen te würde aufgrund seiner höheren v ertik alen Distanz b ei einem

En tfernen bzw. einer Hinzunahme eine Lösung mit einem höheren Nutzen un tersc hied

ergeb en.

2.5 Ergebnisse

Die Analyse v on Beier und Vö c king der erw arteten Laufzeit des F astCore-Algorithm us

b eruh t auf der erw arteten ob eren Sc hrank e aus O(log(n)2=n) für das In tegralit y Gap.

Demnac h gilt ihre Analyse auc h n ur für Eingab en, deren Elemen te aus dem Einheits-

quadrat stammen, da Luek er dies für diese ob ere Sc hrank e v orausgesetzt hatte. Ein

Ziel dieser Arb eit ist es, für andere Eingab e-V erteilungen als der v on Luek er zugrunde

gelegten, das In tegralit y Gap exp erimen tell zu un tersuc hen.

Für diese Arb eit wurden vier v ersc hiedene V erteilungen gew ählt (Abbildung 2.6), de-

ren sp ezielle Eigensc haften in den en tsprec henden T eilabsc hnitten b esc hrieb en w erden.

Alle Un tersuc h ungen un terlagen b estimm ten �allgemeinen� Bedingungen, die im F ol-

genden dargestellt w erden. Zunäc hst einmal b estand jede Eingab e aus 1000 Elemen ten.
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a) K orreliert b) Gewic h t-Ähnlic h c) Nutzen-Ähnlic h d) Rev ers-K orreliert

Abbildung 2.6: V ersc hiedene Eingab e-V erteilungen

Bis auf w enige Ausnahmen, die sic h durc h die sp eziellen V erteilungen ergeb en, b esit-

zen die Elemen te Gewic h te und Nutzen aus einem T eilb ereic h des Einheitsquadrates.

Des w eiteren wurde die Ruc ksac k-Kapazität auf 250 gesetzt, w elc hes für 1000 uniform

zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählte Elemen te genau der Hälfte des erw arte-

ten Gewic h ts aller Elemen te en tspric h t. Für die v ersc hiedenen V erteilungen wurde

innerhalb des Einheitsquadrates ein sic h v erkleinernder Bereic h bzw. enger w erdender

Streifen gew ählt, in dem alle Elemen te der Eingab e liegen. Die Breite dieses Bereic hes

wurde üb er den P arameter " gesteuert (Abbildung 2.6). Der V erlauf der un tersuc h-

ten W erte wurde b ei linear w ac hsendem 1=" un tersuc h t, und zw ar wurden die W erte

für 1=" zunäc hst n ur aus f 1; 5; 10; : : : ; 100g gew ählt. Dieser Bereic h wurde für die

Gewic h t-Ähnlic he V erteilung no c h erw eitert, um einige un tersuc h te V erläufe b esser zu

v erstehen. Für jeden dieser mindestens 21 W erte wurden zudem 100 zufällig erstellte

Eingab en un tersuc h t.

Bei der Analyse des V erlaufs des In tegralit y Gaps wird F olgendes b eac h tet. Ausge-

hend v on der Break-Lösung wird durc h den F astCore-Algorithm us v ersuc h t, die Rest-

Kapazität zu v erringern ohne an Nutzen zu v erlieren. Dab ei k önnen en t w eder neue

Elemen te zur Lösung hinzugenommen w erden, w enn ihre Gewic h te die Rest-Kapazität

nic h t üb ersc hreiten, o der es wird zuv or durc h En tfernen eines Elemen tes der Break-

Lösung w eiterer Platz gesc ha�en. Es ist o�ensic h tlic h, dass b ei einer Hinzunahme eines

Elemen ts, w elc hes un terhalb des Break-Strahls liegt, dieses eine geringere Nutzendic h-

te b esitzt als das Elemen t, w elc hes in der F raktionalen Lösung den en tsprec henden

Platz b elegt. Insofern k ann k eine zulässige Lösung den Nutzen der F raktionalen Lö-

sung üb ersc hreiten. Bei einer En tnahme eines Elemen ts der Break-Lösung wird also

n ur b ezw ec kt, dass ein Elemen t, w elc hes v orher nic h t in der Break-Lösung w ar, je-
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a) K orreliert b) Gewic h t-Ähnlic h c) Nutzen-Ähnlic h d) Rev ers-K orreliert

Abbildung 2.7: Erw arteter V erlauf der Break-Strahlen für v ersc hiedene Eingab e-V er-

teilungen

do c h zu sc h w er für die ursprünglic he Rest-Kapazität ist, zu einer zulässigen Lösung

hinzugenommen w erden k ann. Dieser V organg k ann v ereinfac hend als Austausc h b e-

sc hrieb en w erden. Bei jedem Austausc h wird die Rest-Kapazität v erkleinert, jedo c h

v erringert sic h dab ei auc h die Nutzendic h te des an dem Austausc h b eteiligten Plat-

zes in der Lösung. Das In tegralit y Gap wird daher einerseits durc h die v erbleib ende

Rest-Kapazität der optimalen Lösung und andererseits durc h den Nutzendichte-V erlust

b eim Austausc h der Elemen te b estimm t, wie es auc h sc hon Satz 2.1 gezeigt hat.

Nac h Luek er ([Lue82] und [Lue98a]) liegt das erw artete In tegralit y Gap für Einga-

b en, deren Elemen te uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt w erden, in

O(log(n)2=n) . Wir ermittelten für das In tegralit y Gap und solc he Eingab en einen

mittleren W ert v on 0:00907102für 100 Eingab en und w erden diesen mit den en tspre-

c henden W erten für die anderen V erteilungen v ergleic hen.

Für die Anzahl der Core-Elemen te gilt F olgendes. Da die v ertik ale Distanz dieser Ele-

men te durc h das In tegralit y Gap b egrenzt wird, wirkt sic h ein Ansteigen desselb en

auc h meistens erhöhend auf die Anzahl der Core-Elemen te aus. Do c h no c h ein w ei-

terer Asp ekt m uss b eac h tet w erden. F alls der Bereic h, aus dem die Elemen te für die

Eingab en gew ählt w erden, sic h v ertik al v erengt, so steigt un ter gewissen Umständen

die Anzahl der Core-Elemen te b ei gleic h bleib endem In tegralit y Gap auc h an. Dies

gesc hieh t, da die Elemen te näher zusammenrüc k en und so mehr Elemen te eine v erti-

k ale Distanz kleiner dem In tegralit y Gap aufw eisen k önnen. In Abbildung 2.7 a) ist

deutlic h zu erk ennen, dass dies b ei den Eingab en der K orrelierten V erteilung b eac h-

tet w erden m uss. Dargestellt ist in der Abbildung der Bereic h aus dem die Elemen te

der Eingab e gew ählt w erden und ein für unsere �allgemeinen� Bedingungen erw arte-
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ter V erlauf des Break-Strahls s. V erengt sic h der v ertik ale Bereic h, den wir üb er den

die Streifen breite der V erteilung b eein�ussenden P arameter " v erändern und aus dem

die Nutzen der Elemen te gew ählt w erden, so v erringert sic h o�ensic h tlic h die mittlere

v ertik ale Distanz der Elemen te und es w erden b ei gleic h bleib endem In tegralit y Gap

mehr Elemen te als Core-Elemen te klassi�ziert.

Für die anderen drei V erteilungen wird in den Abbildungen 2.7 b), c) und d) eb enfalls

der Bereic h, aus dem die Elemen te der Eingab e gew ählt w erden, und der erw artete

V erlauf des Break-Strahls für unsere �allgemeinen� Bedingungen dargestellt. Hier wird

jedo c h deutlic h, dass n ur für die Nutzen-Ähnlic hen und die Rev ers-K orrelierten V ertei-

lungen sic h der v ertik ale Bereic h b ei einer Änderung v on " ändert, diese ab er aufgrund

des quer zum Streifen v erlaufenden Break-Strahls k einen en tsc heidenden Ein�uss auf

die mittlere v ertik ale Distanz der Elemen te hat. Vielmehr hängt die v ertik ale Distanz

der Elemen te für diese V erteilungen annähernd linear v on dem jew eiligen Gewic h ts-

un tersc hied zum Break-Elemen t ab.

Für säm tlic he folgenden Abbildungen, w elc he den V erlauf des In tegralit y Gaps dar-

stellen, gilt F olgendes. Die w aagerec h te A c hse gibt die W erte für 1=" und die senk-

rec h te A c hse v ersc hiedene W erte für das In tegralit y Gap � an. Da für jedes 1=" jew eils

100 v ersc hiedene Eingab en gelöst wurden, wird der minimale, der maximale und der

mittlere W ert des In tegralit y Gaps für diese 100 Eingab en, w elc he jew eils aus 1000

Elemen ten b estehen, dargestellt. Analog dazu wird für den V erlauf der Anzahl v on

Core-Elemen ten für dieselb en Eingab en der minimale, der maximale und der mittlere

W ert der an der senkrec h ten A c hse angegeb enen Anzahl v on Core-Elemen ten darge-

stellt. Für die Darstellung der Anzahlen v on pareto-optimalen Lösungen wird auf der

w aagrerec h ten A c hse die Anzahl v on Core-Elemen ten und auf der senkrec h ten A c h-

se die Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen angegeb en. Dab ei w erden jedo c h n ur

die mittleren W erte für v ersc hiedene 1=" dargestellt. So w eit nic h t anders angegeb en

w erden für alle W erte für 1=" aus f 1; 5; 10; : : : ; 100g diese W erte gezeigt. Dab ei ist

zu b eac h ten, dass eine hohe Anzahl v on Core-Elemen ten nic h t b ei jedem Finden der

optimalen Lösung erreic h t wurde, so dass b ei diesen Anzahlen der mittlere W ert auf

w eniger als 100 Eingab en b eruh t. Dies ist daran zu erk ennen, dass dort der V erlauf

der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen meistens ein abruptes Ansteigen o der Ab-

sink en aufw eist.
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2.5.1 K o rrelierte Eingab en

Für eine K orrelierte Eingab e wird das Gewic h t gi jedes Elemen ts unabhängig und

uniform zufällig aus dem Bereic h [0, 1] gew ählt. Ansc hlieÿend wird für den Nutzen

unabhängig ein uniform zufälliger W ert aus dem Bereic h [ gi - " , gi + " ] gew ählt. Dies

lässt natürlic h die Möglic heit eines negativ en Nutzens zu, jedo c h wird jede Lösung,

w elc he ein solc hes Elemen t b einhaltet, eine dominierte Lösung sein, da b ei Hinzunah-

me des Elemen ts die Lösung sc h w erer und ihr Nutzen geringer wird. Diese Elemen te

m üssen also zur Findung einer optimalen Lösung nic h t b etrac het w erden. Um trotz-

dem Eingab en mit 1000 relev an ten Elemen ten zu un tersuc hen, w erden Elemen te, deren

Nutzen negativ sind, nic h t b eac h tet und stattdessen neue zufällige Elemen te mit p osi-

tiv em Nutzen gew ählt. Wie in Abbildung 2.6 a) zu sehen, hab en wir jedo c h Elemen te

zugelassen, w elc he einen Nutzen gröÿer 1 aufw eisen. Dies ist gleic hzusetzen mit einer

Normierung der Gewic h te für die Elemen te. Der Bereic h, aus dem die W erte für eine

K orrelierte Eingab e gew ählt w erden, gleic h t also einem Streifen durc h den Ursprung

und den Punkt (1, 1).

Mit steigendem 1=" nähern sic h Nutzen und Gewic h t einer Eingab e an, b ei der für jedes

Elemen t Nutzen gleic h Gewic h t ist. Diese Eingab e würde für " = 0 en tstehen, wurde

v on uns jedo c h nic h t erstellt und un tersuc h t. Ein Grund dafür ist, dass der F astCore-

Algorithm us für eine solc he Eingab e eine optimale Lösung n ur mittels einer Suc he

üb er den gesam ten, exp onen tiell groÿen Lösungsraum �nden k ann, w eil die v ertik ale

Distanz jedes Elemen ts gleic h 0 w äre. Als einzige Abbruc h b edingung würde in diesem

F all n ur eine Lösung gelten, die k eine Rest-Kapazität hin terlässt. Da jedes Elemen t

der Eingab e dieselb e Nutzendic h te aufw eist, w äre eine solc he Lösung optimal.

Das Ergebnis unserer Un tersuc h ungen zeigt einen fallenden V erlauf für das maximale,

das minimale und das mittlere In tegralit y Gap üb er 100 Eingab en b ei steigendem 1="

(Abbildung 2.8). Für 1=" = 5 liegt das mittlere In tegralit y Gap sc hon b ei sehr niedrigen

0:00259517, also b ei ungefähr 30% des v on uns ermittelten W ertes für Eingab en, deren

Elemen te uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden. Es fällt jedo c h

no c h w eiter bis auf 0:000232873für 1=" = 100.

Dieses Abfallen k ann folgendermaÿen erklärt w erden. Zunäc hst einmal ist b ei 1000

Elemen ten in der Eingab e, deren Gewic h te aus dem In terv all [0, 1] stammen, die Rest-

Kapazität der optimalen Lösung mit hoher W ahrsc heinlic hk eit sehr gering. Luek er

wies in [Lue98b] nac h, dass auÿer mit einer W ahrsc heinlic hk eit aus O(n� 2) , der Ruc k-
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Abbildung 2.8: V erlauf des In tegralit y Gaps b ei K orrelierten Eingab en für v ersc hiedene

1="

sac k bis auf 1=n Rest-Kapzität gefüllt w erden k ann. Da sic h für K orrelierte Eingab en

die Nutzendic h ten der Elemen te mit steigendem 1=" annähern und somit auc h die

Nutzendic h ten der Lösungen

3

, k ann k ein groÿer Gewic h tsun tersc hied zwisc hen einer

Lösung mit geringer Rest-Kapazität und der optimalen Lösung b estehen. Wir k önnen

also annehmen, dass die optimale Lösung b ei einer Eingab egröÿe v on 1000 Elemen ten,

deren Gewic h te uniform zufällig aus [0, 1] gew ählt w erden, eine geringe Rest-Kapazität

hin terlässt. Dadurc h wird das In tegralit y Gap hauptsäc hlic h durc h den Nutzendic h te-

V erlust b ei einem Austausc h v on Elemen ten geprägt. Bei steigendem 1=" nähern sic h

die Nutzendic h ten aller Elemen te ab er immer mehr an, und somit sinkt das In tegra-

lit y Gap. Erst ab gen ügend groÿen W erten für 1=" wird das In tegralit y Gap wieder

stärk er v on der Rest-Kapazität der optimalen Lösung und dem daraus resultieren-

den Nutzenan teil des Break-Elemen ts geprägt, da dieser b ei gleic h bleib ender Anzahl

v on Elemen ten in der Eingab e im Erw artungsw ert gleic h bleibt und der erw artete

Nutzendic h te-V erlust b ei einem Austausc h w eiterhin gegen 0 sinkt. Ab w ann dies je-

do c h ein tri�t, lieÿ sic h aus den Ergebnissen unserer Un tersuc h ungen nic h t herleiten.

Die Anzahl der Core-Elemen te zeigt im Gegensatz zum In tegralit y Gap einen leic h t

steigenden V erlauf (Abbildung 2.9). Für eine Eingab e, deren Elemen te aus dem Ein-

3

Als Nutzendic h te einer Lösung gilt analog zur Nutzendic h te eines Elemen ts, dass sie dem W ert des

Nutzens pro Gewic h tseinheit en tspric h t, also: GL =NL .
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Abbildung 2.9: V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen ten b ei K orrelierten Eingab en für

v ersc hiedene 1="

heitsquadrat gew ählt wurden, w erden im Mittel n ur 19:43 Core-Elemen te b enötigt, um

eine optimale Lösung zu �nden. Für einen W ert v on 1 für 1=" für K orrelierte Eingab en

liegt die mittlere Anzahl v on Core-Elemen ten zw ar n ur b ei 14:3, jedo c h steigt dieser

W ert sc hnell an auf 33:92 b ei einem W ert v on 10 für 1=" . Mit w eiter steigendem 1="

nimm t dieser dann n ur no c h langsam zu. In der Menge {75, : : : , 100} für 1=" = 100

liegt die mittlere Anzahl v on Core-Elemen ten rec h t stabil b ei ungefähr 50.

Da der Break-Strahl die Elemen te einer K orrelierten Eingab e für unsere v orgegeb ene

Ruc ksac k-Kapazität v on 250 ungefähr zu zw ei Hälften in darüb er und darun ter lie-

gende Elemen te un terteilt (Abbildung 2.7 a)), ist der Grund für das Ansteigen der

F olgende. Durc h das Sink en v on " v erringert sic h o�ensic h tlic h die erw artete v ertik ale

Distanz der Elemen te. Da des w eiteren die W erte für den Nutzen der Elemen te uniform

zufällig gew ählt wurden, steigt die Anzahl der Elemen te an, die eine v ertik ale Distanz

kleiner als das In tegralit y Gap aufw eisen.

Die mittleren Anzahlen der pareto-optimalen Lösungen, w elc he w ährend der Laufzeit

des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us b etrac h tet w erden, w erden in Abbildung 2.10

und 2.11 für 4 ausgew ählte W erte v on 1=" gezeigt. Die Anzahlen steigen zu Beginn

annähernd exp onen tiell an (Abbildung 2.11), zeigen ab er ab einem gewissen Core-

Elemen t einen fast linearen V erlauf mit leic h t sink ender Steigung auf. Für die darge-

stellten W ert für 1=" v on 10, 40, 70 und 100 erk enn t man, dass bis zum zehn ten Core-

Elemen t, b ei dem die maximale Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei hö c hsten
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Abbildung 2.11: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei K orrelierten

Eingab en für niedrige Anzahlen v on Core-Elemen ten und v ersc hiede-

ne 1="

25



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

210 = 1024 liegen k ann, dieser W ert annähernd erreic h t wird. Als V ergleic h dazu liegt

der v on uns ermittelte durc hsc hnittlic he W ert für Eingab en, deren Elemen te uniform

zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden, b ei 589:394. Mit steigender Anzahl

v on Core-Elemen ten nimm t die Anzahl der pareto-optimalen Lösungen einen V erlauf

an, w elc her eine leic h t sink ende Steigung erk ennen lässt.

Dies gesc hieh t, da sic h aufgrund der Sortierung der Elemen te nac h aufsteigender v erti-

k aler Distanz der Nutzendic h te-Un tersc hied gegen üb er dem Break-Elemen t v ergröÿert.

Demnac h wird die W ahrsc heinlic hk eit gröÿer, dass die pareto-optimalen Lösungen mit

Elemen ten erw eitert w erden, w elc he sc h w erer sind und w eniger Nutzen aufw eisen als

Elemen te, mit denen sc hon erw eitert wurde. Auc h wird die W ahrsc heinlic hk eit gröÿer,

dass mit Elemen ten erw eitert wird, w elc he leic h ter sind und einen höheren Nutzen

aufw eisen als Elemen te, mit denen sc hon erw eitert wurde. Beim ersten F all w erden die

Lösungen der Erw eiterungsmenge gröÿten teils v on Lösungen aus der Lösungsmenge

dominiert, b eim zw eiten F all v erhält es sic h genau umgek ehrt. Zu b eac h ten ist, dass

trotzdem immer no c h mit Elemen ten erw eitert w erden k ann, w elc he nic h t einen dieser

b eiden Fälle ein treten lassen. Je enger der Streifen ist, aus dem die Elemen te gew ählt

wurden, desto w eniger w ahrsc heinlic h sind zudem die b eiden erstgenann ten Fälle, und

somit ist der Grund gegeb en, w eshalb die Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen für

höhere W erte v on 1=" höher liegt bzw. steiler ansteigt als für niedrigere W erte v on

1=" .

2.5.2 Gewicht-Ähnliche Eingab en

Für eine Gewic h t-Ähnlic he Eingab e wird der Nutzen jedes Elemen ts der Eingab e unab-

hängig und uniform zufällig aus dem Bereic h [0, 1] gew ählt. Das Gewic h t der Elemen te

wird ansc hlieÿend unabhängig und uniform zufällig aus dem Bereic h [1 - " , 1] gew ählt

(Abbildung 2.6 b)). Bei unseren Un tersuc h ungen näherte sic h demnac h mit steigendem

1=" das erw artete Gewic h t jedes Elemen ts der 1 an. Der Bereic h, aus dem die W erte

gew ählt w erden, gleic h t also einem Streifen am rec h ten Rand des Einheitsquadrates.

Der V erlauf des maximalen, des minimalen und des mittleren In tegralit y Gaps sc hein t

zunäc hst sehr unregelmäÿig (Abbildung 2.12). Erst ab einem W ert v on 80 für 1=" ist

erk enn bar, dass das In tegralit y Gap mit steigendem 1=" sinkt, jedo c h im Bereic h [120,

145] für 1=" wieder rec h t steil ansteigt. Für 1=" = 80 liegt das mittlere In tegralit y Gap

b ei 0:427872und es fällt bis auf 0:0456335für 1=" = 120. Dies en tspric h t ungefähr

26



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200

In
te

gr
al

ity
 G

ap

1/epsilon

Mittel
Max
Min

Abbildung 2.12: V erlauf des In tegralit y Gaps b ei Gewic h t-Ähnlic hen Eingab en für v er-
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Abbildung 2.13: V erlauf des In tegralit y Gaps b ei Gewic h t-Ähnlic hen Eingab en für v er-

sc hiedene 1=" ab 200
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dem 5-fac hen des v on uns ermittelten W ertes für Eingab en, deren Elemen te uniform

zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden. Danac h steigt der W ert wieder auf

0:645741für 1=" = 145, um ab dort mit steigendem 1=" stets zu sink en (Abbildung 2.12

+ 2.13). Für 1=" = 1000 liegt das In tegralit y Gap b ei 0:0935287, für 1=" = 10000 b ei

0:00934713und für 1=" = 100000 b ei n ur no c h 0:000934565. Man erk enn t dab ei, dass

ein V erzehnfac h ung des W ertes für 1=" ungefähr zu einer 90-prozen tigen Reduzierung

des In tegralit y Gaps führt.

Das Sink en des In tegralit y Gaps für b estimm te Bereic h v on 1=" ist b edingt durc h die

T atsac he, dass die erw artete Anzahl an Elemen ten, die in der optimalen Lösung auf-

treten, für diese W erte annähernd gleic h ist. Bei einer gleic hen Anzahl an Elemen ten

in der optimalen Lösung, jedo c h einem geringeren " , steigt das durc hsc hnittlic he Ge-

wic h t der Elemen te, und so v erringert sic h die Rest-Kapazität bzw. steigt das erw artete

Gewic h t der Lösung. Da der erw artete Nutzen der optimalen Lösung b ei steigendem

1=" aufgrund des gleic h bleib enden mittleren Nutzen w ertes der Elemen te gleic h bleibt,

b estimm t allein der fallende V erlauf der Rest-Kapazität den V erlauf des In tegralit y

Gaps. Sobald jedo c h die erw artete Anzahl der Elemen te in der Lösung sinkt, steigt

b ei einer n ur kleinen Erhöh ung v on 1=" diese Rest-Kapazität aufgrund eines abrupt

gesunk enen, erw arteten Gewic h ts der Lösung demen tsprec hend an, so dass das In tegra-

lit y Gap wieder auf einem hohem Niv eau landet. Für unsere Un tersuc h ungen b edeutet

dies, dass b ei einem W ert v on ca. 145 für 1=" die erw artete Anzahl der Elemen te in der

optimalen Lösung ungefähr gleic h 250 ist, so dass ab dort das In tegralit y Gap n ur no c h

sinkt, da k eine Lösung mit w eniger als 250 Elemen ten für eine Ruc ksac k-Kapazität

v on 250 und einem maximalen Gewic h t der Elemen te v on 1 optimal sein k ann.

Da der Bereic h, aus dem der uniform zufällig gew ählte Nutzen der Elemen te stamm t,

w eiterhin dem In terv all [0, 1] en tspric h t und sic h so mit steigendem 1=" nic h t v erengt,

v erändert sic h auc h die mittlere v ertik ale Distanz nic h t. Demen tsprec hend sinkt und

steigt die Anzahl der Core-Elemen te analog zum In tegralit y Gap. Dies b estätigt auc h

der gra�sc he V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen ten in Abbildung 2.14. Die Höhe

der Anzahl v on Core-Elemen ten hat den folgenden Grund. Da w egen der Ruc ksac k-

Kapazität v on 250 und dem annähernd erw arteten Gewic h t der Elemen te v on 1 auc h

n ur annähernd ein Viertel der 1000 Elemen te in der optimalen Lösung erw artet w erden,

b esitzt der Break-Strahl ungefähr die Steigung 0.75. Demnac h b esitzen sc hon ab einem

In tegralit y Gap v on 0.25 fast alle Elemen te der Break-Lösung eine v ertik ale Distanz,
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Abbildung 2.14: V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen ten b ei Gewic h t-Ähnlic hen Ein-

gab en für v ersc hiedene 1=" bis 200
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Abbildung 2.15: V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen ten b ei Gewic h t-Ähnlic hen Ein-

gab en für v ersc hiedene 1=" ab 200
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die geringer ist als das In tegralit y Gap. Durc h eine ungefähr der Anzahl v on Elemen ten

in der Break-Lösung en tsprec henden Anzahl v on w eiteren Elemen ten, w erden also b ei

einem In tegralit y Gap v on ungefähr 0.25 ungefähr die Hälfte aller Elemen te als Core-

Elemen te v om Nemhauser/Ullmann-Algorithm us b etrac h tet. Diese T atsac he lässt sic h

in Abbildung 2.12 und Abbildung 2.14 für einen W ert v on 95 für 1=" ablesen. Des

w eiteren w erden erst ab einem In tegralit y Gap v on ungefähr 0.75 alle Elemen te eine

v ertik ale Distanz geringer als das In tegralit y Gap aufw eisen. Da dies annähernd in

dem Bereic h [130, 145] für 1=" zutri�t, w erden in demselb en In terv all auc h fast alle

Elemen te als Core-Elemen te klassi�ziert.

Der V erlauf der mittleren Anzahlen v on pareto-optimalen Lösungen wird in Abbil-

dung 2.16 dargestellt. Dab ei zeigt Abbildung a) den V erlauf für säm tlic he W erte aus

[1, 5, 10, : : : , 100] für 1=" , w ährend die Abbildungen b) + c) diesen zur Ansc hau-

lic hk eit n ur für 4 ausgew ählte W ert zeigt. Der V erlauf gleic h t b ei geringer Anzahl v on

Core-Elemen ten und für niedrige W erte v on 1=" einem annähernd exp onen tiellem V er-

lauf (Abbildung 2.16 b)), w elc her jedo c h mit steigender Anzahl v on Core-Elemen ten

in einem linearen V erlauf m ündet. Diese Steigung fängt dann b ei ca. 550 Elemen ten an

leic h t zu sink en (Abbildung 2.16 a)). Des w eiteren zeigen unsere Un tersuc h ungen, dass

mit steigendem 1=" die Anzahl der pareto-optimalen Lösungen leic h t sinkt (Abbildung

2.16 c)). So w erden für 1=" = 10 sc hon b ei 10 Core-Elemen ten knapp 340 pareto-

optimale Lösungen v om Nemhauser/Ullmann-Algorithm us b etrac h tet, w ährend dies

für 1=" = 40 erst b ei 14 Core-Elemen ten der F all ist. Des w eiteren w erden ungefähr

340 pareto-optimale Lösungen b etrac h tet für 1=" = 70 b ei 16-17 Core-Elemen ten und

für 1=" = 100 b ei 17-18 Core-Elemen te. In den Abbildungen 2.16 b) + c) erk enn t man

diesen Umstand deutlic h.

Der Grund für einen solc hen V erlauf gleic h t dem der Erklärung des V erlaufs v on pareto-

optimalen Lösungen für K orrelierte Eingab en. Bei Gewic h t-Ähnlic hen Eingab en wird

ab er der Nutzendic h te-Un tersc hied b ei steigender Anzahl der Core-Elemen te sc hneller

gröÿer als b ei den K orrelierten Eingab en, so dass hier der exp onen tielle V erlauf zu Be-

ginn nic h t so stark ausgeprägt ist. Des w eiteren liegt die erw artete Steigung des Break-

Strahls b ei 0:75=[1� ("=2)], w as b ei steigendem 1=" zu einem Sink en der Steigung des

Break-Strahls führt. Die Steigung dieses Break-Strahls bildet mit den Grenzen 1 � "

und 1 der Eingab e-V erteilung und den Grenzen einer aktuellen v ertik alen Distanz

w ährend des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us ein P aralellogramm (Abbildung 2.17).
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Abbildung 2.16: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei Gewic h t-

Ähnlic hen Eingab en für v ersc hiedene 1="
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Abbildung 2.17: Erhöh ung der v ertik alen Höhe des P arallelogramms b ei einer Er-

w eiterung w ährend des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us für eine

Gewic h t-Ähnlic he Eingab e

Daraus folgt, dass mit jedem näc hsten Elemen t w ährend des Nemhauser/Ullmann-

Algorithm us, das eine höhere v ertik ale Distanz b esitzt als alle Elemen te zuv or, die

v ertik ale Höhe des P arallelogramms zunimm t. Dadurc h steigt o�ensic h tlic h mit stei-

gendem 1=" und der daraus folgenden, et w as �ac heren Steigung des Break-Strahls

die W ahrsc heinlic hk eit ein w enig, dass w ährend des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us

mit einem Elemen t erw eitert wird, w elc hes n ur eine geringe Steigerung der pareto-

optimalen Lösungen ergibt. Somit ist der Grund gegeb en, w arum b ei höherem 1=" der

V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen ein w enig un ter dem V erlauf für

ein niedrigeres 1=" liegt (Abbildung 2.16 c)).

2.5.3 Nutzen-Ähnliche Eingab en

Die Erstellung einer Nutzen-Ähnlic he Eingab e erfolgt analog zur Erstellung einer Ein-

gab e der Gewic h t-Ähnlic hen V erteilung, n ur mit umgek ehrten W erten für Gewic h t und

Nutzen. Für eine Nutzen-Ähnlic he Eingab e wird zuerst das Gewic h t jedes Elemen tes

unabhängig und uniform zufällig aus dem Bereic h [0, 1] gew ählt. Im Ansc hluss daran

wird der Nutzen der Elemen te aus dem Bereic h [1 - " , 1] unabhängig und uniform zu-

fällig b estimm t (Abbildung 2.6 c)). Mit steigendem 1=" steigt also auc h der erw artete

Nutzen der Elemen te, w elc her sic h der 1 annähert. Der Bereic h, aus dem die W erte

gew ählt w erden, gleic h t somit einem Streifen am ob eren Rand des Einheitsquadrates.

Der mittlere W ert des In tegralit y Gaps steigt im V erlauf der un tersuc h ten W erte für

1=" zunäc hst an, um sic h später um einen b estimm te W ert einzup endeln (Abbildung

2.18). Bei einem W ert v on 25 für 1=" liegt das In tegralit y Gap sc hon b ei 0:276372, also

ungefähr dem 30-fac hen des v on uns ermittelten W ertes für Eingab en, deren Elemen te
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Abbildung 2.18: V erlauf des In tegralit y Gaps b ei Nutzen-Ähnlic hen Eingab en für v er-

sc hiedene 1="

aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden. Im w eiteren V erlauf steigt das In tegralit y

Gap nic h t mehr so stark an, so dass es in dem Bereic h [60, 100] für 1=" b ei ungefähr

0.4 liegt.

Dies ist wie folgt zu erklären. Der Break-Strahl w eist b ei Nutzen-Ähnlic hen Eingab en

für unsere �allgemeinen� Bedingungen eine Steigung gröÿer 1 auf (Abbildung 2.7 c)).

Daher sind die meisten der Elemen te aus der Break-Lösung leic h ter als alle anderen

Elemen te und die Rest-Kapazität k ann n ur üb er einen 1-zu-1 Austausc h v on Elemen ten

reduziert w erden. Mit 1-zu-1 Austausc h ist hier gemein t, dass genau ein Elemen t der

Break-Lösung en tfern t wird um genau ein neues Elemen t der Lösung hinzuzufügen.

Es mac h t k einen Sinn, zw ei Elemen te der Break-Lösung für die Hinzunahme n ur eines

neuen Elemen tes zu en tfernen, da so ein annähernd der 1 en tsprec hender Nutzen der

Lösung en tzogen wird. Da die Nutzen aller Elemen te sic h mit steigendem 1=" der

1 annähern, en tsteh t durc h einen 1-zu-1 Austausc h ab er k ein wirklic her Gewinn an

Nutzen und der erw artete Nutzen un tersc hied zwisc hen optimaler Lösung und Break-

Lösung sinkt gegen 0.

In der F raktionalen Lösung wird die Rest-Kapazität der Break-Lösung mittels des zu-

sätzlic hen T eils des Break-Elemen tes gefüllt und der Nutzen en tsprec hend gesteigert,

daher b estimm t allein diese Rest-Kapazität das In tegralit y Gap. Ist die Rest-Kapazität

jedo c h annähernd so groÿ wie das Gewic h t des Break-Elemen ts, so en tspric h t der Nut-

zenzu w ac hs der F raktionalen Lösung fast dem gesam ten Nutzen des Break-Elemen ts,
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Abbildung 2.19: V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen te b ei Nutzen-Ähnlic hen Einga-

b en für v ersc hiedene 1="

also annähernd 1. Das In tegralit y Gap wird demnac h b ei gen ügend grossem 1=" im

Mittel b ei ungefähr 0.5 liegen.

Anhand der T atsac he, dass das In tegralit y Gap n ur v on den W erten 0 und 1 b egrenzt

ist, k ann auc h die Anzahl der Core-Elemen te nic h t eng b egrenzt w erden. Da für un-

sere Einstellung der Ruc ksac k-Kapazität v on 250 alle Elemen te eine v ertik ale Distanz

v on maximal 1 aufw eisen, k ann auc h fast jedes Elemen t b ei sehr hohem In tegralit y

Gap ein Core-Elemen t sein. Erst b ei einer Ruc ksac k-Kapazität v on ungefähr 125 und

tiefer wird die Anzahl v on Core-Elemen ten eine ob ere Sc hrank e b esitzen, da für die-

se W erte mindestens die Hälfte aller Elemen te in der Break-Lösung erw artet wird.

Dann ist nämlic h die Steigung des Break-Strahls gröÿer als 2 und somit hätten die

sc h w ersten Elemen te eine v ertik ale Distanz gröÿer als jedes v on 1 ob erhalb b egrenzte

In tegralit y Gap. Der mittlere W ert für die Anzahl v on Core-Elemen ten liegt jedo c h

für unsere Un tersuc h ungen als F olge der Grenzen für das In tegralit y Gap b ei ungefähr

500 (Abbildung 2.19). Des w eiteren ähnelt der V erlauf v on Anzahl der Core-Elemen te

stark dem des In tegralit y Gap, da sic h hier die mittlere v ertik ale Distanz der Elemen te

nic h t en tsc heidend b ei einer V eränderung v on 1=" ändert. Die v ertik ale Distanz steigt

vielmehr annähernd linear mit dem Gewic h tsun tersc hied zum Break-Elemen t an, w as

o�ensic h tlic h zu einer direkten Abhängigk eit der Anzahl v on Core-Elemen ten v om

In tegralit y Gap führt.

Der V erlauf der Anzahlen v on pareto-optimalen Lösungen b ei Nutzen-Ähnlic hen Ein-
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Abbildung 2.20: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei Nutzen-

Ähnlic hen Eingab en für hohe Anzahlen v on Core-Elemen ten
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Abbildung 2.21: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei Nutzen-

Ähnlic hen Eingab en für niedrige Anzahlen v on Core-Elemen ten
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gab en (Abbildungen 2.20 und 2.21) gleic h t stark dem V erlauf selbiger b ei Gewic h t-

Ähnlic hen Eingab en (Abbildungen 2.16 a) und b)). Dies ist erklärbar anhand des fol-

genden Symmetrie-Argumen ts, w elc hes Beier und Vö c king in [BV03] geb en. Es wird

v ereinfac hend angenommen, dass k eine zw ei Lösungen existieren, die gleic hes Gewic h t

und gleic hen Nutzen aufw eisen. Als Komplement-L ösung LK einer Lösung L wird die

Lösung de�niert, w elc he alle Elemen te en thält, die in L nic h t en thalten sind. Daraus

folgt, dass das Gewic h t aller Elemen te gleic h der Summe der Gewic h te einer Lösung

und ihrer K omplemen t-Lösung ist. Des w eiteren gilt, dass eine Lösung L genau dann

pareto-optimal ist, w enn k eine Lösung Lb existiert, deren Gewic h t geringer und de-

ren Nutzen gröÿer ist als die en tsprec henden W erte der Lösung L . Das wiederum ist

äquiv alen t zu der Aussage, dass k eine Lösung Lb existiert, w elc he ein höheres Ge-

wic h t und einen geringeren Nutzen als LK aufw eist. W erden n un die Gewic h te und

Nutzen jedes einzelnen Elemen ts der K omplemen t-Lösung v ertausc h t, so gelangt man

zur Aussage, dass k eine Lösung Lb existiert, w elc he ein kleineres Gewic h t und einen

gröÿeren Nutzen aufw eist als diese mo difzierte K omplemen t-Lösung. Also ist diese

mo difzierte K omplemen t-Lösung pareto-optimal. Die Mo difzierung en tspric h t genau

einer Um w andlung v on Gewic h t-Ähnlic her zu Nutzen-Ähnlic her Eingab e, so dass für

diese b eiden V erteilungen die Anzahl pareto-optimaler Lösungen im Erw artungsw ert

gleic h ist.

2.5.4 Revers-K o rrellierte Eingab en

Die Rev ers-K orrelierten Eingab en w erden ähnlic h erstellt wie die K orrelierten Einga-

b en. Zuerst wird das Gewic h t aus dem Bereic h [0, 1] unabhängig und uniform zufällig

gew ählt. Der Nutzen b ei dieser V erteilung ist jedo c h im Gegensatz zu den K orrelierten

Eingab en b ei kleinem Gewic h t groÿ und b ei groÿem Gewic h t klein (Abbildung 2.6 d).

Er wird unabhängig und uniform zufällig aus dem Bereic h [1 - gi - " , 1 - gi + " ] ge-

w ählt. Auc h hier darf k ein Nutzen un ter Null liegen, jedo c h k ann er üb er 1 liegen, so

dass für Elemen te mit negativ em Nutzen erneut p er Zufall ein Elemen t mit p ositiv em

Nutzen erstellt wird. Der Bereic h, aus dem die W erte gew ählt w erden, gleic h t also

einem Streifen durc h die Punkte (1,0) und (0,1).

Der V erlauf des mittleren In tegralit y Gaps (Abbildung 2.22) ähnelt dem V erlauf des

mittleren In tegralit y Gaps b ei den Nutzen-Ähnlic hen Eingab en (Abbildung 2.18). Zu

Beginn steigt er sc hnell auf 0:142861für 1=" = 25 , bleibt dann ab er rec h t k onstan t b ei
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Abbildung 2.22: V erlauf des In tegralit y Gaps b ei Rev ers-K orrelierten Eingab en für

v ersc hiedene 1="

W erten um 0.15 im w eiteren V erlauf der W erte für 1=" .

Dieser V erlauf wird im F olgenden erklärt. Da die meisten Elemen te der Break-Lösung

leic h ter sind als alle anderen, k ann n ur ein 1-zu-1 Austausc h die Rest-Kapazität der

Break-Lösung v erringern. Auc h hier w äre jeder andere Austausc h ohne Sinn, denn die

meisten Elemen te der Break-Lösung w eisen einen höheren Nutzen auf als alle anderen

Elemen te. Bei einem Austausc h v on Elemen ten wird jedo c h aufgrund der V erteilung

der Elemen te ein ungefähr der V erringerung der Rest-Kapazität en tsprec hender Nutzen

der Lösung en tzogen. Somit ist hier wiederum der F all, dass die F raktionale Lösung

fast den gesam ten Nutzen des Break-Elemen ts hinzugewinn t, falls die Rest-Kapazität

der Break-Lösung annähernd so groÿ ist wie das Gewic h t des Break-Elemen ts. Dadurc h

k ann das In tegralit y Gap ungefähr den Nutzen des Break-Elemen ts erreic hen. Da hier

jedo c h, durc h die Rev ers-K orrelierten Eingab en b edingt, das Break-Elemen t k einen

Nutzen v on annähernd 1, sondern vielmehr b ei unserer gew ählten Ruc ksac k-Kapazität

einen Nutzen v on ungefähr einem Drittel aufw eist, liegt das In tegralit y Gap im Mittel

b ei knapp 0.16, also ungefähr der Hälfte des erw arteten Nutzens des Break-Elemen ts.

Auc h hier ist die Anzahl v on Core-Elemen ten analog zu den Eingab en der Nutzen-

Ähnlic hen V erteilung stark abhängig v om In tegralit y Gap. Dies erk enn t man deutlic h

in Abbildung 2.23. Dab ei liegt die mittlere Anzahl v on Core-Elemen ten für W erte v on

1=" aus dem Bereic h [70, 100] zwisc hen 200 und 250. Der Grund für diesen V erlauf
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Abbildung 2.23: V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen te b ei Rev ers-K orrelierten Ein-

gab en für v ersc hiedene 1="

ist derselb e wie b ei den Nutzen-Ähnlic hen Eingab en, da auc h hier die mittlere v erti-

k ale Distanz der Elemen te linear mit dem jew eiligen Gewic h tsun tersc hied zum Break-

Elemen t steigt und somit die Anzahl v on Core-Elemen te in direkte Abhängigk eit zum

In tegralit y Gap setzt.

Wie b ei allen V erteilungen zuv or steigt auc h b ei Rev ers-K orrelierten Eingab en die

Anzahl pareto-optimale Lösungen zunäc hst annähernd exp onen tiell an, w eil die Nut-

zendic h ten der ersten Core-Elemen te annähernd gleic h sind (Abbildung 2.25). Jedo c h

wird hier viel sc hneller der Üb ergang zum linearen V erlauf deutlic h, da der erw artete

Un tersc hied der v ertik alen Distanz zw eier aufeinander folgender Core-Elemen te gröÿer

ist als b ei den anderen V erteilungen, so dass sic h für die Rev ers-K orrelierten Ein-

gab en die geringsten Anzahlen v on pareto-optimalen Lösungen ergeb en (Abbildung

2.24). Da mit steigendem 1=" o�ensic h tlic h aufgrund der V erteilung der Elemen te die

W ahrsc heinlic hk eit ansteigt, dass w ährend des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us mit

Elemen ten erw eitert wird, w elc he die Anzahl der pareto-optimalen Lösungen nic h t viel

steigert, liegen die V erläufe für die Anzahlen v on pareto-optimalen für höhere 1=" z.T.

relativ viel niedriger als b ei niedrigeren 1=" (Abbildung 2.24).
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Abbildung 2.24: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei Rev ers-

K orrelierten Eingab en für hohe Anzahlen v on Core-Elemen ten

 0

 20

 40

 60

 80

 100

 120

 140

 160

 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10

A
nz

ah
l p

ar
et

o-
op

tim
al

er
 L

oe
su

ng
en

Anzahl Core-Elemente

1/epsilon=10
1/epsilon=40
1/epsilon=70

1/epsilon=100

Abbildung 2.25: V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei Rev ers-

K orrelierten Eingab en für niedrige Anzahlen v on Core-Elemen ten
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2.6 W eitere Ergebnisse und F azit

Ziel dieses T eils der Arb eit w ar, für v ersc hiedene Eingab e-V erteilungen, die nic h t der

uniform zufälligen V erteilung der Elemen te aus dem Einheitsquadrat en tsprec hen, das

In tegralit y Gap, die Anzahl der Core-Elemen te so wie die Anzahl der pareto-optimalen

Lösungen in Höhe und V erlauf zu ermitteln, zu erklären und z.T. mit bisherigen

Ergebnissen zu v ergleic hen. Zudem sollte das V erhalten der Laufzeit des F astCore-

Algorithm us, die z.T. aus diesen W erten resultiert, für diese Eingab e-V erteilungen

und in Abhängigk eit eines Zufallsein�usses ermittelt w erden.

Bei der Höhe des In tegralit y Gaps für die un tersuc h ten Eingab e-V erteilungen fällt

F olgendes auf. Allein b ei den K orrelierten Eingab en sinkt es stets mit steigendem 1=" .

Zudem ist es für solc he V erteilungen sehr niedrig, w as v or allem daran liegt, dass die

mittlere v ertik ale Distanz aller Elemen te sic h v erkleinert. Sc hon b ei dem sehr geringen

W ert v on 5 für 1=" liegt es im Mittel deutlic h (< 30%) un ter dem v on uns ermittelten

W ert für Eingab en, die Luek er für seine Analyse der erw arteten ob eren Sc hrank e des

In tegralit y Gaps zugrunde legte.

Bei den Eingab en der Gewic h t-Ähnlic hen V erteilungen fällt das In tegralit y Gap mit

steigendem 1=" zw ar auc h, jedo c h steigt es in Bereic hen, w o die erw artete Anzahl v on

Elemen ten in der optimalen Lösung sinkt aus ob en genann ten Gründen wieder abrupt

an. Für den Sp ezialfall " = 0 gilt hier zudem, dass die optimale Lösung gleic h der

F raktionalen Lösung ist, falls die Rest-Kapazität der optimalen Lösung gleic h 0 ist.

Da alle Elemen te ein Gewic h t v on 1 aufw eisen, ist dies n ur der F all, falls die Ruc ksac k-

Kapazität ein Vielfac hes v on 1 ist. Ist die Ruc ksac k-Kapazität jedo c h k ein Vielfac hes

v on 1, so k ann der Nac hk omma-An teil der Ruc ksac k-Kapazität erheblic hen Ein�uss

auf die Höhe des In tegralit y Gaps nehmen, da dieser v on einer optimalen Lösung

n ur in sehr seltenen Fällen und un ter b estimm ten Bedingungen gefüllt w erden k ann.

Des w eiteren b estimm t hier der Quotien t aus Ruc ksac k-Kapazität und erw artetem

Gesam tgewic h t aller Elemen te der Eingab e den Nutzen des Break-Elemen ts, denn falls

n ur w enige Elemen te in der optimalen Lösung erw artet w erden, liegt der Nutzen des

Break-Elemen ts höher als w enn eine höhere Anzahl an Elemen ten erw artet wird. Ein

ähnlic h hohes mittleres In tegralit y Gap wie das v on uns für Eingab en ermittelte, deren

Elemen te aus dem Einheitsquadrat stammen, erreic h ten wir für unsere Einstellungen

der Un tersuc h ungen ungefähr ab einem W ert v on 10000 für 1=" . Da b ei diesem W ert

sc hon die erw artete Anzahl v on Elemen ten in der optimalen Lösung ihren minimalen

40



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

W ert b esaÿ, �el es mit steigendem 1=" stets w eiter.

Die Eingab en der Nutzen-Ähnlic hen und der Rev ers-K orrelierten V erteilungen hab en

einen sic h gleic henden V erlauf des In tegralit y Gaps. Der Nutzen des Break-Elemen ts

ist in diesen Fällen die ob ere Sc hrank e für das In tegralit y Gap, und dies ist b eide-

male mit der T atsac he zu b egründen, dass meist n ur üb er ein 1-zu-1 Austausc h v on

Elemen ten die Rest-Kapazität der Break-Lösung gefüllt w erden k ann. Somit ist das

mittlere In tegralit y Gap für diese b eiden Eingab e-V erteilungen auc h deutlic h höher als

der mittlere W ert für das In tegralit y Gap, w elc hen wir für Eingab en, deren Elemen te

aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden, ermittelt hab en.

Die Anzahl v on Core-Elemen ten zeigt b ei allen V erteilungen auÿer b ei den K orre-

lierten Eingab en eine sehr hohe Abhängigk eit v om In tegralit y Gap. Bei den Gewic h t-

Ähnlic hen Eingab en liegt dies v or allem daran, dass die Nutzen der Elemen te w eiterhin

zwisc hen 0 und 1 gew ählt w erden, so dass sic h die Anzahl der Elemen te mit v ertik aler

Distanz kleiner als das In tegralit y Gap nic h t mit steigendem 1=" erhöh t. Der Grund für

die b eiden anderen V erteilungen ist, dass die mittlere v ertik ale Distanz der Elemen te

annähernd linear mit dem jew eiligen Gewic h tsun tersc hied zum Break-Elemen t steigt.

Da diese V erteilungen nic h t den Bereic h ändern, aus dem das Gewic h t gew ählt wird,

b e�ndet sic h die Anzahl v on Core-Elemen ten in direkter Abhängigk eit v om In tegralit y

Gap.

Dies gilt jedo c h nic h t für die Eingab en der K orrelierten V erteilungen, denn hier hängt

die mittlere v ertik ale Distanz der Elemen te linear v on " ab. Aus diesem Grund steigt

die Anzahl v on Core-Elemen ten trotz fallendem In tegralit y Gap leic h t an.

Für die Anzahlen v on pareto-optimaler Lösungen bzgl. der Anzahl v on Core-Elemen ten

zeigt sic h für alle Eingab e-V erteilungen für kleine Anzahlen v on Core-Elemen ten ein

annähernd exp onen tielles Ansteigen. Je stärk er jedo c h die v ertik ale Distanz für die

Elemen te ansteigt, die dem Nemhauser/Ullmann-Algorithm us üb ergeb en w erden, de-

sto eher m ündet dieses Ansteigen in einem fast linearen V erlauf, dessen Steigung mit

w ac hsender Anzahl v on Core-Elemen ten sinkt. Dies wird durc h die T atsac hen b edingt,

dass dann die Lösungsmenge mit Elemen ten erw eitert wird, w elc he eine n ur geringe

Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen liefern, da sie sc h w erer sind und einen kleine-

ren Nutzen aufw eisen als Elemen te, mit denen sc hon erw eitert wurde. Im umgek ehrten

F all, dass mit einem Elemen t erw eitert wird, w elc hes leic h ter ist und einen höheren

Nutzen aufw eist, w erden b estehende Lösungen aus der Lösungsmenge v on den Lösun-
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gen aus der Erw eiterungsmenge dominiert. Da das Ein tre�en eines der b eiden Fälle

mit w ac hsender v ertik aler Distanz immer w ahrsc heinlic her wird, v erringert sic h die

Steigung des V erlaufs v on pareto-optimalen Lösungen.

Für den v on Beier und Vö c king v orgestellten F astCore-Algorithm us hab en diese Er-

gebnisse folgende Bew andnis. Die Abbruc h b edingung für den Lauf des Nemhauser/Ull-

mann-Algorithm us führt natürlic h zu einer v erkürzten Laufzeit b ei der Findung einer

optimalen Lösung. Jedo c h liegt die Anzahl der Core-Elemen te für alle diese V ertei-

lungen in den v on uns un tersuc h ten Bereic hen z.T. deutlic h höher als b ei der uniform

zufälligen V erteilung für Elemen te aus dem Einheitsquadrat. Einzig b ei der Gewic h t-

Ähnlic hen V erteilung wird ab einem W ert v on 10000 für 1=" das erste Mal ein gleic h

niedriger W ert erreic h t, w elc her mit steigendem 1=" zudem stets w eiter sinkt. Wie

jedo c h erw ähn t liegt dies u.a. daran, dass wir als Ruc ksac k-Kapazität ein Vielfac hes

v on 1 gew ählt hab en. Für die Anzahlen v on Core-Elemen ten b ei der K orrelierten V er-

teilung k onn te zudem k eine ob ere Grenze angegeb en w erden, so dass w eitere Studien

in dieser Ric h tung nötig w ären, um den w eiteren V erlauf der Anzahl zu klären. Da

ab er für diese V erteilung die Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen am stärksten

v on allen un tersuc h ten V erteilungen steigt, wird dies w ohl n ur mittels eines erhebli-

c hen Zeitaufw andes gelingen, da diese Anzahl erheblic hen Ein�uss auf die Laufzeit des

F astCore-Algorithm us b esitzt.

Der V erlauf der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b esitzt n ur dann eine relativ

niedrige Steigung, falls die Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen b ei den einzelnen

Erw eiterungen n ur einen geringen T eil der neu erstellten Lösungen ausmac h t. Wie

erw ähn t ist dies jedo c h n ur der F all, w enn insb esondere die v ertik alen Distanzen der

Elemen te in der Eingab e für den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us sc hnell ansteigen.

Am deutlic hsten b ei unseren Un tersuc h ungen gesc hah dies b ei den Rev ers-K orrelierten

Eingab en. Demen tsprec hend erzielten wir dort auc h die �sc hnellsten� Ergebnisse, da

diese Anzahl sc hon b ei sehr geringen Anzahlen v on Core-Elemen ten n ur no c h linear

anstieg.

Die Anzahl aller erstellter pareto-optimaler Lösungen zur Findung einer optimalen Lö-

sung stellt einen zuv erlässigen W ert für die Höhe der Laufzeit des F astCore-Algorithm us

dar, da dieser bzw. der eingeb ettete Nemhauser/Ullmann-Algorithm us n ur erstellte

pareto-optimale Lösungen erw eitert und die erw eiterten Lösungen mit den pareto-

optimalen Lösungen der Dominanzprüfung un terzieh t. Die Abbildungen 2.26, 2.27,
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Abbildung 2.26: Gesam te Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösungen zur Findung

der optimalen Lösung b ei K orrelierten Eingab en

 0

 2e+07

 4e+07

 6e+07

 8e+07

 1e+08

 1.2e+08

 1.4e+08

 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180  200

A
nz

ah
l p

ar
et

o-
op

tim
al

er
 L

oe
su

ng
en

1/epsilon

Abbildung 2.27: Gesam te Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösungen zur Findung

der optimalen Lösung b ei Gewic h t-Ähnlic hen Eingab en
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Abbildung 2.28: Gesam te Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösungen zur Findung

der optimalen Lösung b ei Nutzen-Ähnlic hen Eingab en
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Abbildung 2.29: Gesam te Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösungen zur Findung

der optimalen Lösung b ei Rev ers-K orrelierten Eingab en

44



Exp erimen telle Un tersuc h ungen zu Probabilistisc hen Instanzen

für das Ruc ksac k-Problem S. F alk Sp erb er

2.28 und 2.29 zeigen die üb er die jew eils 100 un tersuc h ten Eingab en gemittelten,

gesam ten Anzahlen erstellter pareto-optimaler Lösungen für die v ersc hiedenen un-

tersuc h ten W erte v on 1=" . Es zeigt sic h deutlic h, dass in den Fällen der Gewic h t-

Ähnlic hen und der Nutzen-Ähnlic hen V erteilungen der V erlauf dieses W ertes ungefähr

dem V erlauf der Anzahl v on Core-Elemen ten für die jew eilige V erteilung en tspric h t

(Abbildungen 2.14 und 2.19), w eil die V erläufe der Anzahlen v on pareto-optimalen

Lösungen bzgl. der Anzahl v on Core-Elemen ten für die un tersc hiedlic hen W erte v on

1=" annähernd gleic h w aren (Abbildungen 2.16 a) und 2.20),

Dies ist nic h t der F all für die b eiden anderen V erteilungen, da b ei diesen mit steigendem

1=" die V erläufe der Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen bzgl. der Anzahl v on Core-

Elemen ten deutlic he Un tersc hiede aufzeigten (Abbildungen 2.10 und 2.24). Da im F all

der K orrelierten Eingab en dieser V erlauf b ei höheren W erten für 1=" auc h höher lag

als der V erlauf b ei niedrigeren W erten für 1=" , steigt die gesam te Anzahl erstellter

pareto-optimaler Lösungen mit steigendem 1=" (Abbildung 2.26) auc h im V ergleic h

stärk er an als die Anzahl v on Core-Elemen te b ei diesen W erten (Abbildung 2.9). Der

umgek ehrte F all tritt auf b ei den Rev ers-K orrelierten Eingab en, hier sinkt die gesam te

Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösungen mit steigendem 1=" (Abbildung 2.29),

w eil es die V erläufe der Anzahlen v on pareto-optimalen Lösungen bzgl. der Anzahl

v on Core-Elemen ten für diese W ert so v orgeb en (Abbildung 2.24).

Für jeden dieser 4 V erläufe zeigt sic h im V ergleic h zu der mittleren gesam ten Anzahl

erstellter parto-optimaler Lösungen für Eingab en, deren Elemen te uniform zufällig

aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden, dass für alle un tersuc h ten V erteilungen die

Laufzeit des F astCore-Algorithm us sehr viel höher liegt. W aren es für Eingab en, deren

Elemen te uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt wurden, n ur im Mittel

21884:07 zur Findung der optimalen Lösung insgesam t erstellter pareto-optimaler Lö-

sungen, so liegt dieser W ert für 1=" = 100 b ei ungefähr dem 482-fac hen für K orrelierte

Eingab en, b ei ungefähr dem 1135-fac hen für Gewic h t-Ähnlic he Eingab en, b ei ungefähr

dem 2478-fac hen für Nutzen-Ähnlic he Eingab en und immerhin no c h b ei ungefähr dem

vierfac hen für Rev ers-K orrelierte-Eingab en.

Aus dem steigendem V erlauf der gesam ten Anzahl erstellter pareto-optimaler Lösun-

gen für K orrelierten Eingab en (Abbildung 2.26) ergibt sic h, dass mit geringerem Zu-

fallsein�uss auf die Eingab en die Laufzeit des F astCore-Algorithm us steigt. Dieses

Resultat ist ähnlic h zu in terpretieren wie die v on Beier und Vö c king ermittelte erw ar-
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tete Laufzeit des Nemhauser/Ullmann-Algorithm us aus O(n � �n 4) , da auc h b ei dieser

mit geringerem Zufallsein�uss das Suprem um � der b en utzten Dic h tefunktionen b ei

der Erstellung der Elemen te und somit die Laufzeit des Algorithm us steigt.

Im Un tersc hied dazu ermittelten wir jedo c h für Nutzen-Ähnlic he Eingab en eine zu-

näc hst steigende, später jedo c h stabile Laufzeit b ei sink endem Zufallsein�uss (Ab-

bildung 2.28). Für Gewic h t-Ähnlic he und Rev ers-K orrelierte Eingab en ermittelten wir

sogar, dass ab einem b estimm ten Zufallsein�uss die Laufzeit des F astCore-Algorithm us

auf diesen Eingab en b ei w eiter sink endem Zufallsein�uss stets sinkt (Abbildungen 2.27

und 2.29).

Alle diese Ergebnisse b eruhen auf einer k onstan t gehaltenen Ruc ksac k-Kapazität, so-

dass dies ein Ansatzpunkt für w eitere Studien ist, v or allem b ei den V erteilungen, b ei

denen die Gewic h te w eiter unabhängig und uniform zufällig aus dem Bereic h [0, 1]

gew ählt w erden.
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3 Untersuchung von Branch &

Bound-Algo rithmen

Ein Branc h & Bound-Algorithm us b esteh t, wie es der Name sc hon andeutet, aus zw ei

T eilen: dem V erzw eigen (Branc hing) und dem Begrenzen (Bounding). Beim V erzw eigen

wird eine Menge v on Lösungen in mehrere disjunkte T eilmengen un terteilt. Dab ei

b edeutet die Zugehörigk eit einer Lösung zu einer T eilmenge, dass sie eine gewisse

Eigensc haft b esitzt. Beim 0/1-Ruc ksac k-Problem heiÿt das, dass alle Lösungen, die

ein gewisses Elemen t, das Br anch-Element , en thalten, die erste T eilmenge bilden, und

die zw eite T eilmenge alle anderen Lösungen en thält. Innerhalb dieser zw ei T eilmengen

wird n un jew eils mit einem neuen Branc h-Elemen t w eiterv erzw eigt. Den T eilbaum, der

v on den Lösungen gebildet wird, die das Branc h-Elemen t en thalten, nennen wir 1-Ast ,

den zw eiten T eilbaum 0-Ast .

Dieser V organg �ndet auf v ersc hiedenen Eb enen statt, p er De�nition �ndet das erste

V erzw eigen dab ei auf der hö c hsten Eb ene 1 statt. Nac h Ablauf aller V erzw eigungen

stellt das Ergebnis für das 0/1-Ruc ksac k-Problem einen Binärbaum dar, in dem alle

Lösungen en thalten sind. Abbildung 3.1 a) zeigt dies für eine Eingab e mit 4 Elemen ten,

w elc he 16 v ersc hiedene Lösungen erzeugen. Die Anzahl der Eb enen en tspric h t der Tiefe

des Binärbaumes und ist b ei n Elemen ten gleic h n . Nac h der V erzw eigung auf der

letzten Eb ene en tstehen Lösungsmengen, die n ur eine Lösung en thalten. Diese w erden

im Binärbaum durc h die Blätter dargestellt. Jede en tstandene T eilmenge b ezeic hnen

wir auc h als Knoten, wie es in der Graphen theorie üblic h ist.

Beim Begrenzen w erden für alle Lösungsmengen un tere und ob ere Sc hrank en v ergli-

c hen. Eine ob ere Sc hrank e b edeutet, dass in dem anhängenden T eilbaum n ur no c h

zulässige Lösungen en thalten sind, deren maximaler Nutzen die ob ere Sc hrank e nic h t

üb ersc hreitet. Analog dazu zeigt die un tere Sc hrank e an, dass mindestens eine zulässige

Lösung in diesem T eilbaum existiert, deren Nutzen gröÿer o der gleic h dieser un teren
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a) K ompletter Binärbaum für b) Zur Findung der optimalen Lösung

Eingab en mit 4 Elemen ten und m uss n ur 4 mal v erzw eigt w erden.

daraus resultierend 16 Lösungen.

Abbildung 3.1: Ein durc h einen Branc h & Bound-Algorithm us en tstehender Binär-

baum und der Pfad im Binärbaum v on der W urzel zur optimalen Lö-

sung

Sc hrank e ist. Wird n un eine ob ere Sc hrank e gefunden, die kleiner ist als die un tere

Sc hrank e in einer anderen Lösungsmenge, so brauc h t der T eilbaum mit der sc hlec h-

teren ob eren Sc hrank e nic h t w eiter b etrac h tet w erden, da alle zulässigen Lösungen

dort einen kleineren Nutzen aufw eisen als mindestens eine der zulässigen Lösungen in

dem T eilbaum mit der b esseren un teren Sc hrank e. Dieses V orgehen heiÿt Begrenzen

und es wird so v ermieden, dass für Lösungen, die als �nic h t gut gen ug� erk ann t w erden,

nic h t b estimm t wird, wie sc hlec h t sie tatsäc hlic h sind.

Bei einem Branc h & Bound-Algorithm us ist es wünsc hensw ert, dass dieser sc hon zu

Beginn groÿe T eilbäume als zu sc hlec h t erk enn t, den Baum an diesem Knoten b egrenzt

und somit viele Lösungen sehr früh als �nic h t gut gen ug� erk ann t w erden. Optimal w äre

es, w enn auf jeder Eb ene n ur ein T eilbaum als möglic her Ort der optimalen Lösung

übrigbleibt, so dass der Algorithm us n ur en tlang der Knoten, w elc he auf dem Pfad

zur optimalen Lösung liegen, für jeden der zw ei nac hfolgenden Knoten ob ere und

un tere Sc hrank en b erec hnen m uss (Abbiildung 3.1 b)). Dab ei ist zu b eac h ten, dass der

Algorithm us für jeden der zw ei nac hfolgenden Knoten die Sc hrank en b erec hnen m uss,

da er sonst den jew eils sc hlec h teren nic h t b egrenzen k önn te. Je geringer die Anzahl der

Knoten ist, die v on einem Branc h & Bound-Algorithm us zur Findung einer optimalen

Lösung b etrac h tet w erden m üssen, desto sc hneller wird diese gefunden.
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3.1 Elementreihenfolge und Knotenreihenfolge

Im F olgenden w erden zw ei Merkmale v on Branc h & Bound-Algorithmen b esc hrieb en

und die für diese Arb eit b en utzten Ausprägungen näher erläutert.

Je nac hdem mit w elc hem Elemen t als Branc h-Elemen t b ei den Lösungsmengen bzw.

Knoten v erzw eigt wird, ergeb en sic h un tersc hiedlic he Baumstrukturen. Demzufolge

ergeb en sic h auc h eine andere Anzahl v on Knoten, die b etrac h tet w erden m üssen,

da auc h die gefundenen ob eren und un teren Sc hrank en un tersc hiedlic h sind. Die Rei-

henfolge der Elemen te hat also erheblic hen Ein�uss auf die Laufzeit eines Branc h &

Bound-Algorithm us. Bei einer statischen Elementr eihenfolge w erden v or dem ersten

V erzw eigen die Elemen te sortiert und dann in ihrer Reihenfolge w ährend des Ablaufs

des Algorithm us nic h t mehr geändert. Auf Eb ene i wird dann anhand des i -ten Ele-

men tes en tsprec hend dieser Sortierung v erzw eigt. Wird jedo c h in jedem Knoten unab-

hängig v on irgendeiner Reihenfolge der Elemen te en tsc hieden, mit w elc hem Elemen t

v erzw eigt wird, so spric h t man v on einer dynamischen Elementr eihenfolge .

In dieser Arb eit w erden folgende statisc he Elemen treihenfolgen miteinander v erglic hen.

Die Elemen te w erden für die Un tersuc h ungen jew eils in absteigender und aufsteigender

Reihenfolge nac h ihrer Nutzendic h te, nac h ihrem Nutzen, nac h ihrem Gewic h t o der

nac h ihrer v ertik alen Distanz sortiert. Des w eiteren wird mit einer zufälligen Sortierung

v erglic hen, die sic h durc h die ungeänderte Reihenfolge der Elemen te aus der zufällig

erstellten Eingab e ergibt.

Die ob eren und un teren Sc hrank en w erden für die Lösungsmengen durc h das Greedy-

V erfahren ermittelt. Und zw ar w erden dem Greedy-V erfahren n ur die Elemen te üb er-

geb en, mit denen no c h nic h t v erzw eigt wurde, so wie die Restk apazität der Lösung,

die sic h durc h die V erw endung bzw. Nic h tv erw endung der bisherigen Elemen te ergibt.

Un ter dieser V oraussetzung w erden die bisherigen statisc hen Elemen treihenfolgen mit

einer dynamisc hen Elemen treihenfolge v erglic hen. Bei dieser handelt es sic h um die

Elemen treihenfolge des letzten Break-Elemen ts, b ei der auf einer Eb ene jew eils nac h

dem Elemen t v erzw eigt wird, w elc hes b ei der Bestimm ung der Sc hrank en für den ak-

tuellen T eilbaum durc h das Greedy-V erfahren als Break-Elemen t ermittelt wurde.

Bei der Knotenr eihenfolge handelt es sic h um nic h ts anderes als die Art der Suc he, w el-

c he die näc hste Lösungsmenge b estimm t, b ei der v erzw eigt w erden soll. Dazu gehören

die für diese Arb eit b en utzten und b ek ann ten Suc hen der Tiefensuc he, der Breitensu-
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c he und der Bestensuc he. Bei der Bestensuc he k omm t es des w eiteren auf die genaue

Bedeutung eines �b esten� Knotens an. In dieser Arb eit w erden folgende Knotenrei-

henfolgen v erw endet, die auf der Bestensuc he basieren. Jew eils in absteigender und

aufsteigender Reihenfolge w erden die Knoten nac h ihrer ob eren Sc hrank e, nac h ihrer

un teren Sc hrank e und nac h ihrem Abstand b eider Sc hrank en sortiert. Zusätzlic h wird

b ei den Knotenreihenfolgen der Tiefensuc he und der Breitensuc he b estimm t, ob zuerst

in den 0-Ast o der zuerst in den 1-Ast v erzw eigt wird.

3.2 Die Branch & Bound-Algo rithmen

Bei dem im F olgenden b esc hrieb enen Ablauf eines Branc h & Bound-Algorithm us wird

als Knotenreihenfolge die Bestensuc he angenommen. Für die Knotenreihenfolgen der

Tiefensuc he bzw. der Breitensuc he wird b ei einer im F olgenden genann ten Sortierung

der Knotenliste nic h t wirklic h sortiert, sondern die neu erzeugten Knoten am Anfang

bzw. am Ende der Knotenliste eingetragen. Dab ei b edeutet ein b ester Knoten für diese

Reihenfolgen n ur, dass er der näc hste zu v erzw eigende Knoten ist.

Zu Beginn wird eine Knotenliste erstellt, die alle Knoten resp ektiv e T eilmengen an

Lösungen en thalten wird, für die eine un tere und eine ob ere Sc hrank e ihrer jew eiligen

nac hfolgenden Knoten b erec hnet w erden soll. Zusätzlic h zu jedem Knoten wird die

ob ere und un tere Sc hrank e dieses Knotens in dieser Liste v ermerkt, da diese Sc hran-

k en b ei der Knotenreihenfolge der Bestensuc he die Sortierung b estimmen. Es wird ein

erstes Branc h-Elemen t e1 en tsprec hend der Elemen treihenfolge gew ählt, anhand dem

auf der ersten Eb ene die Lösungen un terteilt w erden sollen. Dadurc h en tstehen ein

Knoten A , der alle Lösungen umfasst, die Elemen t e1 nic h t en thalten, und ein Knoten

B aller anderen Lösungen (Abbildung 3.2 a)). Für b eide Knoten A und B w erden n un

eine un tere und eine ob ere Sc hrank e für den Nutzen der b esten zulässigen, en thaltenen

Lösung und das jew eilige Break-Elemen t b erec hnet (Abbildung 3.2 b)). Diese b eiden

Knoten w erden mit ihren Sc hrank en in die Knotenliste eingetragen, w elc he en tspre-

c hend der Knotenreihenfolge sortiert wird, so dass der b este Knoten an erster Stelle

steh t. Angenommen, die Knotenreihenfolge b estimm t Knoten A als den b esseren, w as

in der Abbildung durc h ein grau dargestelltes Dreiec k gek ennzeic hnet ist. Die Ele-

men treihenfolge b estimm t n un das näc hste Elemen t e2 , w elc hes b ei der dynamisc hen

Elemen treihenfolge des letzten Break-Elemen tes natürlic h dem Break-Elemen t eA b ei
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a) V erzw eigen mit dem ersten Elemen t b) Berec hnen der Sc hrank en

für die en tstehenden Knoten

c) V erzw eigung und Berec hn ung d) En tfernen üb er�üssiger Knoten

für den b esten Knoten

e) Begrenzen durc h Nic h t-V erzw eigen f ) Begrenzen durc h Nic h t-Ein tragen

des b esten Knotens in die Knotenliste

Abbildung 3.2: V erzw eigen und Begrenzen w ährend eines Branc h & Bound-

Algorithm us
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der Bestimm ung v on un terer und ob erer Sc hrank e für Knoten A en tspric h t. So en tste-

hen zw ei neue Knoten C und D , für die wiederum jew eils b eide Sc hrank en b erec hnet

w erden (Abbildung 3.2 c)), und die ansc hlieÿend in die Knotenliste eingetragen w erden.

Knoten A k ann n un o�ensic h tlic h aus der Knotenliste gelösc h t w erden, da die V erei-

nigung der Knoten B , C und D alle Lösungen des Problems b einhalten (Abbildung

3.2 d)). Mit der Bestimm ung des b esten Knotens p er v orgegeb ener Knotenreihenfolge

wird n un fortgefahren.

Das Begrenzen des Branc h & Bound-Algorithm us fand in unserer Implemen tation

folgendermaÿen Beac h tung. Erstens w erden Knoten, die anhand der Knotenreihenfolge

den b esten Knoten darstellen, in der Knotenliste an erster Stelle stehen und somit als

näc hstes v erzw eigt w erden sollen, n ur w eiterv erzw eigt, falls ihre ob ere Sc hrank e gröÿer

als die b este bisher gefundene un tere Sc hrank e ist. Dies wird in den Abbildungen

3.2 d) und e) dargestellt, w o der b este Knoten C nic h t w eiterv erzw eigt und aus der

Knotenliste gelösc h t wird. Zw eitens w erden n ur Knoten b ei ihrer Erstellung in die

Knotenliste eingetragen, die jenes Kriterium auc h erfüllen. Die Abbildungen 3.2 e)

und f ) stellen dar, dass b ei der Erzeugung der Nac hfolge-Knoten des b esten Knotens

B n ur Knoten F in die Knotenliste eingetragen wird und Knoten E aufgrund einer

Nic h t-Erfüllung des Kriteriums nic h t.

So k ann es natürlic h zu Knotenlisten k ommen, die sehr viele Knoten en thalten, für

die eigen tlic h sc hon feststeh t, dass sie die optimale Lösung nic h t en thalten, ab er das

wurde der Einfac hheit halb er und zur V ermeidung zeitaufw endiger Suc hen nac h diesen

Knoten in der Knotenliste einfac h toleriert.

Aus den genann ten 11 Elemen treihenfolgen und 10 Knotenreihenfolgen resultieren

110 v ersc hiedene Branc h & Bound-Algorithmen. Ziel dieses T eils der Arb eit ist es,

das V erhalten des Branc h & Bound-Algorithm us auf Eingab en zu un tersuc hen, de-

ren Elemen te uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt w erden. Um später

zw ei der b esten K om binationen auszu w ählen, um sie auf gröÿeren Eingab en zu un ter-

suc hen, wurden alle K om binationen zunäc hst n ur auf 100 Eingab en v on jew eils 100

und 200 Elemen ten angew endet. Des w eiteren wurde n ur eine sehr einfac he Metho-

de zur Bestimm ung der Sc hrank en v erw endet, nämlic h das Greedy-V erfahren, um ein

möglic hst un b eein träc h tigte Analyse des Branc h & Bound-Algorithm us zu erreic hen.

Als ob ere Sc hrank e des Nutzens für alle Lösungen eines Knotens wurde der Nutzen

der F raktionalen Lösung v erw endet. Der Nutzen der Break-Lösung dien te als un tere
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Knoten Tiefen Breiten un tere ob ere Abstand

Elemen t 0 1 0 1 max min max min max min

zufällig 3820 3321 1250 1400 1589 2075 894 6374 1712 2428

Nutzen- max 2042 269 486 432 574 694 210 2088 601 1011

dic h te min 189 2034 331 357 430 483 175 1938 364 478

Nutzen max 2005 678 548 519 559 853 316 2986 479 1576

min 3245 6207 1301 1304 1857 1881 999 8219 1918 2880

Gewic h t max 1282 1384 692 698 840 880 371 2106 546 1299

min 7533 3118 1842 1698 1962 3400 1105 11497 2040 2358

Distanz max 1842 1486 584 621 832 1614 165 2670 781 1970

min 1403 1931 580 538 914 923 613 2120 925 1003

Break 329 360 200 197 256 261 180 537 224 277

T ab elle 3.1: Mittlere Anzahl v on Greedy-V erfahren b ei v ersc hiedenen Branc h &

Bound-Algorithmen für 100 Eingab en, deren 100 Elemen te jew eils aus

dem Einheitsquadrat stammen

Sc hrank e. Die Ruc ksac k-Kapazität b eträgt wie in Kapitel 2 b ei den Un tersuc h ungen

des F astCore-Algorithm us 250.

Das Greedy-V erfahren wurde zur V erb esserung der Laufzeit des Branc h & Bound-

Algorithm us no c h folgendermaÿen mo difziert. Die Bestimm ung der ob eren und un te-

ren Sc hrank e und des Break-Elemen tes k onn te nämlic h parallel für b eide Nac hfolge-

Knoten ermittlet w erden. Dazu wurden dem V erfahren zw ei Ruc ksac k-Kapazitäten

üb ergeb en, w elc he für die en tsprec henden Nac hfolge-Knoten relev an t w aren. Da die für

das Greedy-V erfahren relev an ten Elemen te für b eide Fälle der V erzw eigung, also der

Zugehörigk eit bzw. Nic h tzugehörigk eit des Branc h-Elemen ts, die gleic hen sind, wurden

zw ei Lösungen v om Greedy-V erfahren erstellt: die erste für die niedrigere Kapazität

b eim F all der Zugehörigk eit des Branc h-Elemen ts zu den durc h den Knoten repräsen-

tierten Lösungen und die zw eite für die um das Gewic h t des Branc h-Elemen ts höhere

Kapazität b eim F all der Nic h tzugehörigk eit zur Lösung. En tstand b ei der Zugehörig-

k eit des Branc h-Elemen ts eine negativ e Kapazität, so wurde natürlic h der Binärbaum

an dieser Stelle b egrenzt, da säm tlic he en thaltenen Lösungen unzulässig sind.

Das Ergebnis in T ab elle 3.1 zeigt auf, dass groÿe Un tersc hiede in der Anzahl der

aufgerufenen Greedy-V erfahren b estehen. Die Anzahl der Greedy-V erfahren en tspric h t

w egen zuv or genann ter Mo difzierung genau der Hälfte der zur Findung der optimalen

Lösung erstellten, inneren Knoten des Binärbaumes, also aller Knoten, für die die
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Sc hrank en ihrer Nac hfolge-Knoten b erstimm t wurden. Damit ist o�ensic h tlic h, dass

eine geringe Anzahl an Greedy-V erfahren wünsc hensw ert ist.

Säm tlic he T ab ellen dieses Kapitels sind wie folgt zu v erstehen. In den Spalten sind

die v erw endeten Knotenreihenfolgen und in den Zeilen die Elemen treihenfolgen ange-

geb en. Dab ei steh t �Tiefen� und �Breiten� für die en tsprec hende Suc he, �un tere� und

�ob ere� für die en tsprec hende Sc hrank e, nac h der die Knoten sortiert wurden, und

�Abstand� für die Sortierung der Knoten nac h dem Abstand v on un terer und ob erer

Sc hrank e. Bei der Tiefen- bzw. Breitensuc he b edeutet eine �0� o der eine �1�, dass der

en tsprec hende Ast des Binärbaumes v or dem anderen erstellt wurde. Für die anderen

6 Knotenreihenfolgen ist mit �min� und �max� angegeb en, ob die kleinste o der gröÿte

der Sc hrank en bzw. der kleinste o der gröÿte Abstand der Sc hrank en b ei der Sortierung

relev an t w ar.

Bei der Elemen treihenfolge steh t ein �min� o der �max� analog für die Sortierung der

Elemen te nac h kleinster o der gröÿter �Nutzendic h te� bzw. v ertik aler �Distanz� o der

nac h kleinstem o der gröÿtem �Nutzen� o der � Gewic h t� . Bei der �zufällig�en Sortierung

wurden die Elemen te in der Reihenfolge ihrer zufälligen Erstellung b elassen. Die Ele-

men treihenfolge des letzten �Break�-Elemen ts ermittelte dynamisc h anhand der aufge-

rufenen Greedy-V erfahren das Branc h-Elemen t. Es w erden gerundete, mittlere W erte

für 100 Eingab en angegeb en.

Zunäc hst zeigt sic h in T ab elle 3.1, dass die geringsten Anzahlen v on Greedy-V erfahren

durc h die V erw endung der Elemen treihenfolge des letzten Break-Elemen ts o der durc h

die V erw endung der Knotenreihenfolge der gröÿten ob eren Sc hrank e erreic h t w erden.

Ein w enig üb errasc hend ist hier jedo c h, dass nic h t die K om bination dieser b eiden

Reihenfolgen mit 180 aufgerufenen Greedy-V erfahren den absolut niedrigsten W ert

aufw eist, sondern die K om bination aus gröÿter v ertik aler Distanz und gröÿter ob erer

Sc hrank e mit 165 aufgerufenen Greedy-V erfahren. Diese b eiden genann ten K om bina-

tionen w erden später no c h genauer un tersuc h t. Besonders viele Greedy-V erfahren zur

Findung der optimalen Lösung w erden b enötigt, falls die Elemen te nac h aufsteigen-

dem Gewic h t (mindestens 1105) o der aufsteigendem Nutzen (mindestens 999) sortiert

w erden. Als sc hlec h te Knotenreihenfolge erw eist sic h nac h unseren Un tersuc h ungen

die W ahl der kleinsten ob eren Sc hrank e (mindestens 537 Greedy-V erfahren). Diese b e-

nötigte in K om bination mit der Elemen treihenfolge des aufsteigenden Gewic h ts sogar

11497 Greedy-V erfahren, w as einer mehr als 6800-prozen tige Steigerung gegen üb er der
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Knoten Tiefen Breiten un tere ob ere Abstand

Elemen t 0 1 0 1 max min max min max min

zufällig 5.4 7.1 4.0 2.9 4.5 4.5 3.1 6.6 4.0 4.0

Nutzen- max 4.0 2.3 3.6 3.5 4.0 2.9 2.2 3.9 2.7 2.9

dic h te min 2.7 3.8 3.4 3.3 3.7 2.9 2.1 4.5 2.7 3.7

Nutzen max 5.6 4.1 3.5 3.6 5.2 4.2 2.5 4.6 3.7 4.0

min 5.6 6.5 4.2 3.9 5.0 4.7 3.2 6.0 4.1 5.0

Gewic h t max 5.2 6.2 3.2 3.3 3.8 4.1 2.9 6.8 3.8 3.8

min 6.1 8.4 4.0 3.7 4.2 5.6 3.1 4.0 7.0 4.3

Distanz max 4.2 3.7 2.7 2.7 4.4 3.4 2.1 4.4 4.0 2.6

min 4.3 3.4 2.7 2.5 3.2 2.7 2.0 3.4 2.8 3.2

Break 3.1 2.9 2.1 2.7 2.9 2.4 2.3 2.9 2.6 2.9

T ab elle 3.2: F aktor gegen üb er T ab elle 3.1 b ei Erhöh ung der Eingab egröÿe v on 100 auf

200 Elemen te

b esten K om bination en tspric h t.

In teressan t ist zudem der V ergleic h zwisc hen den K om binationen auf 100 und 200 Ele-

men ten. Angegeb en ist in T ab elle 3.2 der gerundete F aktor, um wieviel sic h die Anzahl

der Greedy-V erfahren erhöh t, w enn man nic h t das Problem mit 100, sondern mit 200

Elemen ten als Eingab e mit den en tsprec henden K om binationen zu lösen v ersuc h t. Da-

b ei erk enn t man, dass der F aktor b ei den K om binationen relativ klein ist, b ei denen

sc hon die Anzahl der Greedy-V erfahren auf 100 Elemen ten gering w ar. Herauszuheb en

sind hier wieder die K om binationen mit der Elemen treihenfolge des Break-Elemen ts

und die K om binationen mit der Knotenreihenfolge der gröÿten ob eren Sc hrank e.

3.3 V ertiefende Egebnisse und V ergleich zum

F astCo re-Algo rithmus

Für zw ei der b esten K om binationen v on Elemen treihenfolge und Knotenreihenfolge

wurden folgende Un tersuc h ungen angestellt. Es wurde w eiterhin n ur für Eingab en,

deren Elemen te aus dem Einheitsquadrat unabhängig und uniform zufällig gew ählt

wurden, eine optimale Lösung gesuc h t. Um den Zusammenhang zwisc hen der Anzahl

v on Elemen ten und der Anzahl v on b enötigten Greedy-V erfahren zu ermitteln, wurde

die Anzahl der Elemen t sc hritt w eise zunäc hst um 50, b ei W erten ab 2000 jedo c h um
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Abbildung 3.3: V erlauf der Anzahl v on Greedy-V erfahren für v ersc hiedene Eingab e-

gröÿen b ei der K om bination v on b ester ob erer Sc hrank e als Knoten-

reihenfolge und letztem Break-Elemen t als Elemen treihenfolge

100 erhöh t. Un tersuc h t wurde zudem die maximale Gröÿe der Knotenliste für die-

selb en Eingab en. Um zuv erlässige W erte zu erzielen, wurden auc h hier jew eils 100

v ersc hiedene Eingab en für jede Anzahl v on Elemen ten gelöst.

Für säm tlic he Abbildungen in diesem Kapitel gilt, dass sie die mittleren W erte für

100 Eingab en darstellen. Dab ei wird b ei der Darstellung des V erlaufs der Anzahl v on

Greedy-V erfahren eb en jene an der senkrec h ten A c hse und die Anzahl der Elemen te

v on den jew eiligen Eingab en an der w aagerec h ten A c hse angegeb en. Bei der Darstel-

lung der maximalen Anzahl v on Knoten in der Knotenliste bleibt die w aagerec h te

A c hse un v erändert und es wird die maximale Anzahl v on Knoten in der Knotenliste

an der senkrec h ten A c hse angegeb en.

Als erstes wurde die K om bination der dynamisc hen Elemen treihenfolge des letzten

Break-Elemen ts und der Knotenreihenfolge der b esten ob eren Sc hrank e, da diese b ei-

den für alle K om binationen, an denen eine v on ihnen b eteiligt w ar, sehr gute Ergebnisse

für die Eingab en mit 100 o der 200 Elemen ten erzielten. In Abbildung 3.3 zeigt sic h

deutlic h, dass die Anzahl v on Greedy-V erfahren linear zur Anzahl der Elemen te steigt.

Zusätzlic h zu den ermittelten mittleren W erten ist in der Abbildung als V ergleic hs-

basis die lineare F unktion f (x) = 3 :46592� x angegeb en. Der V erlauf der Anzahl v on

Greedy-V erfahren legt die V erm utung nahe, dass das Finden einer optimalen Lösung
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Abbildung 3.4: V erlauf der Anzahl v on maximaler Anzahl Knoten in der Knotenlis-

te für v ersc hiedene Eingab egröÿen b ei der K om bination v on b ester

ob erer Sc hrank e als Knotenreihenfolge und letztem Break-Elemen t als

Elemen treihenfolge

für das Ruc ksac k-Problem mittels eines Branc h & Bound-Algorithm us in erw artet p o-

lynomieller Zeit statt�ndet. Der daraus folgende erw artet p olynomielle Platzb edarf

wird durc h den linear zur Anzahl der Elemen te steigenden V erlauf der maximalen An-

zahl v on Knoten in der Knotenliste b estätigt. Dieser ist in Abbildung 3.4 dargestellt,

in der auc h die lineare F unktion f (x) = 0 :12825� x abgebildet ist

Als Zw eites wurde die K om bination der statisc hen Elemen treihenfolge der absteigen-

den v ertik alen Distanz und wiederum der Knotenreihenfolge der b esten ob eren Sc hran-

k e un tersuc h t. Diese K om bination hatte für 100 und 200 Elemen te in der Eingab en

die geringsten Anzahlen v on Greedy-V erfahren zur Bestimm ung der optimalen Lö-

sung ergeb en, ob w ohl nic h t die b este Elemen treihenfolge des letzten Break-Elemen ts

v erw endet wird. Auc h hier wird im Ergebnis eine zur Anzahl der Elemen te linear stei-

gende Anzahl v on Greedy-V erfahren b eobac h tet. Dieses Ergebnis ist in Abbildung 3.5

zusätzlic h zur linearen F unktion f (x) = 1 :4811� x zu sehen. Auc h hier wird der daraus

folgende erw artet p olynomielle Platzb edarf durc h den in Abbildung 3.6 dargestell-

ten linearen Zusammenhang zwisc hen der Anzahl der Elemen te und der maximalen

Gröÿe der Knotenliste b elegt. In dieser Abbildung ist zusätzlic h die lineare F unktion

f (x) = 0 :514845� x zu sehen.
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Abbildung 3.5: V erlauf der Anzahl v on Greedy-V erfahren für v ersc hiedene Eingab e-

gröÿen b ei der K om bination v on b ester ob erer Sc hrank e als Knoten-

reihenfolge und absteigender v ertik aler Distanz als Elemen treihenfolge
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Abbildung 3.6: V erlauf der Anzahl v on maximaler Anzahl Knoten für v ersc hiedene

Eingab egröÿen b ei der K om bination v on b ester ob erer Sc hrank e als

Knotenreihenfolge und absteigender v ertik aler Distanz als Elemen trei-

henfolge
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Diese Ergebnisse k onn ten jedo c h nic h t an die Ergebnisse aus der Un tersuc h ung des

F astCore-Algorithm us heranreic hen, da der Zeitaufw and hier immens höher w ar. So

wird für 100 Eingab en, deren Elemen te uniform zufällig aus dem Einheitsquadrat ge-

w ählt wurden, eine mittlere Laufzeit des Branc h & Bound-Algorithm us, w elc her aus

der K om bination v on b ester ob erer Sc hrank e als Knotenreihenfolge und dem letz-

tem Break-Elemen t als Elemen treihenfolge b estand, v on 19:6524 Sekunden erzielt.

Der F astCore-Algorithm us b erec hnet für dieselb en Eingab en eine optimale Lösung

im Mittel in n ur 0:2675 Sekunden. Für 100 neue Eingab en b enötigt der F astCore-

Algorithm us wiederum im Mittel n ur geringe 0:331 Sekunden, w ährend der Branc h

& Bound-Algorithm us, w elc her aus der K om bination v on b ester ob erer Sc hrank e als

Knotenreihenfolge und Sortierung der Elemen te nac h absteigender v ertik aler Distanz

als Elemen treihenfolge b estand, im Mittel 3:1254 Sekunden lief. Der immense Un ter-

sc hied zwisc hen den b eiden Branc h & Bound-Algorithmen b eruh t auf der T atsac he,

dass für die erstgenann te K om bination die für die jew eiligen Greedy-V erfahren rele-

v an ten Elemen te stets neu zusammengefasst w erden m ussten, w ährend dies b ei der

zw eitgenann ten V ersion aufgrund der statisc hen Elemen treihenfolge nic h t nötig w ar.

3.4 V erb esserung des Greedy-V erfahrens

In diesem Absc hnitt w erden Mo di�k ationen des Greedy-V erfahrens genann t, w elc he

zu b esseren un teren Sc hrank en für die Knoten des Binärbaumes führen. Zu dem Zeit-

punkt, an dem das Gewic h t des Break-Elemen ts gröÿer ist als die Rest-Kapazität der

bis dahin gefunden Lösung, wird normalerw eise das Greedy-V erfahren abgebro c hen.

Bei dieser Abbruc hstelle setzen n un zw ei V erb esserungen an.

Eine V erb esserung des V erfahrens nach unten b edeutet, dass der Lauf üb er die nac h

absteigender Nutzendic h te sortierten Elemen te nic h t abgebro c hen wird, und jedes Ele-

men t zur Lösung hinzugenommen wird, w elc hes die damit resultierende Lösung nic h t

unzulässig w erden lässt. Die so gefundenen Lösung nennen wir Unter e L ösung .

Bei der V erb esserung nach ob en wird zur Break-Lösung das Break-Elemen t hinzuge-

nommen, so dass eine unzulässige Lösung en tsteh t. Ansc hlieÿend w erden die Elemen te

der Break-Lösung erneut durc hlaufen und jew eils der unzulässigen Lösung en tfern t.

Die b este so gefundene und zulässige Lösung nennen wir Ob er e L ösung . Anstatt der

Break-Lösung wird n un die Lösung aus Un terer und Ob erer Lösung als un tere Sc hran-
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Knoten Tiefen Breiten un tere ob ere Abstand

Elemen t 0 1 0 1 max min max min max min

zufällig 1649 1609 1076 890 1044 1834 769 2170 1103 1499

Nutzen- max 612 231 301 273 350 318 207 534 251 458

dic h te min 193 471 197 198 177 350 170 447 202 265

Nutzen max 576 417 380 389 372 463 309 566 377 523

min 1449 1858 1104 1298 1432 1322 1050 2143 1133 1755

Gewic h t max 641 667 473 484 404 537 345 682 470 502

min 2481 1921 1378 1300 1556 1858 1238 2332 1545 1583

Distanz max 347 363 250 277 260 385 162 561 243 331

min 793 924 467 490 639 765 447 810 595 737

Break 248 268 185 204 209 224 176 287 172 217

T ab elle 3.3: Mittlere Anzahl v on v erb esserten Greedy-V erfahren für 100 Eingab en,

deren 100 Elemen ten jew eils aus dem Einheitsquadrat stammen

k e für einen T eilbaum w ährend des Branc h & Bound-Algorithm us gew ählt, w elc he den

hö c hsten Nutzen aufw eist.

In einer Exp erimen treihe der 110 v ersc hiedenen Branc h & Bound-Algorithmen auf 100

Elemen ten k onn te so im V ergleic h zur Exp erimen treihe mit un v erb essertem Greedy-

V erfahren eine Reduzierung der Anzahl v on Greedy-V erfahren um bis zu 83% erreic h t

w erden. Aufgrund der Einstellungen der Exp erimen te w erden jedo c h genau die Hälfte

aller Elemen te in einer Break-Lösung erw artet, und somit führen die b eiden V erb esse-

rungen zu einer erw artet dreifac hen Laufzeit der v erb esserten V ersionen gegen üb er den

un v erb esserten V ersionen. Au�allend ist in diesem V ergleic h no c h, dass die gröÿten Re-

duzierungen b ei solc hen K om binationen erreic h t wurden, die zuv or eine hohe Anzahl

v on Greedy-V erfahren aufwiesen, also eher b ei sc hlec h teren K om binationen. V ormals

b essere K om binationen bleib en zw ar relativ gesehen b esser, jedo c h k önnen diese n ur

geringe Reduzierungen der Anzahl v on Greedy-V erfahren v orw eisen, so dass hier der

Zeitaufw and für die v erb esserten V ersionen der Greedy-v erfahren nic h t gerec h tfertigt

ist. Für die b eiden K om binationen, für die v ertiefende Ergebnisse ermittelt wurden,

w ar der mittlere Zeitaufw and der K om binationen mit v erb essertem Greedy-V erfahren

aufgrund der relativ geringen Reduzierung der zur Findung der optimalen Lösung

b enötigten Greedy-V erfahren annähernd dreimal so ho c h.
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4 Zusammenfassung

Ein Ziel dieser Arb eit w ar es, für v ersc hiedene Eingab e-V erteilungen des Ruc ksac k-

Problems, für die no c h k eine theoretisc hen Ergebnisse für die erw arteten W erte des

In tegralit y Gaps, der Anzahl v on Core-Elemen ten und des V erlaufs der Anzahlen v on

pareto-optimalen Lösungen existierten, diese W erte exp erimen tell einzugrenzen. Dafür

wurden vier v ersc hiedene V erteilungen b estimm t, deren Charakteristik bzw. Gröÿe des

Bereic hes, aus dem die Elemen te der Eingab e gew ählt w erden, durc h einen P arameter

" gesteuert w erden k onn te. Für die hauptsäc hlic h un tersuc h ten W erte v on 1=" aus

der Menge {1, 5, 10, : : : , 100} wurde der V erlauf des mittleren In tegralit y Gaps, der

mittleren Anzahl v on Core-Elemen ten und die mittlere Anzahl aller zur Findung einer

optimalen Lösung b enötigten pareto-optimale Lösungen ermittelt. Zusätzlic h wurde

no c h der V erlauf der mittleren Anzahl v on pareto-optimalen Lösungen bzgl. der Anzahl

v on Core-Elemen ten b estimm t, da dieser z.T. erheblic hen Ein�uss auf die Laufzeit des

b esten b ek ann ten Algorithm us zur Findung einer optimalen Lösung für das Ruc ksac k-

Problem hat.

Dieser Algorithm us ist der F astCore-Algorithm us, w elc her v on Beier und Vö c king

b eruhend auf dem Core-K onzept und dem Nemhauser/Ullmann-Algorithm us v orge-

stellt wird [BV04a]. Für den Nemhauser/Ullmann-Algorithm us, auf dem der F astCore-

Algorithm us aufbaut, wird v on Beier und Vö c king in [BV03] gezeigt, dass die Laufzeit

des Algorithm us auf zufallsb eein�uÿten Eingab en mit sink ender Stärk e des Zufall-

sein�usses steigt. Ein ähnlic hes Resultat präsen tiert auc h diese Arb eit für K orrelierte

Eingab en, da die Laufzeit des F astCore-Algorithm us auf diesen Eingab en für engere

Bereic he, aus denen die Elemen te gew ählt w erden und w elc he einen sink enden Zufall-

sein�uss sim ulieren, auc h ansteigt. Im Un tersc hied dazu wird jedo c h auc h gezeigt, dass

die Laufzeit mit sink endem Zufallsein�uss b ei der Erstellung der Eingab e-Elemen te

k onstan t für Nutzen-Ähnlic he Eingab en ist und sogar sinkt für Eingab en der Gewic h t-

Ähnlic hen so wie der Rev ers-K orrelierten V erteilung.
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Ein w eiteres Zeil dieser Arb eit w ar, für v ersc hieden strukturierte Branc h & Bound-

Algorithmen das V erhalten dieser auf Eingab en zu b estimmen, deren Elemen te uni-

form zufällig aus dem Einheitsquadrat gew ählt w erden. Dazu wurden 110 v ersc hiedene

Branc h & Bound-Algorithmen zunäc hst auf kleineren Eingab egröÿen un tersuc h t, um

ansc hlieÿend für zw ei der b esten die Ergebnisse anhand einer steigenden Anzahl v on

Elemen ten in der Eingab e zu v ertiefen. Durc h den linear zur Anzahl der Elemen te an-

w ac hsenden Aufw and, die diese Branc h & Bound-Algorithmen zur Findung einer opti-

malen Lösung aufw eisen, k ann eine erw artet p olynomielle Laufzeit für diese Algorith-

men angenommen w erden. Im V ergleic h zu den Ergebnissen des F astCore-Algorithm us

auf denselb en Eingab en w ar der Zeitaufw and der Branc h & Bound-Algorithmen jedo c h

erheblic h höher.

An dieser Stelle k önnen n un Studien ansetzen, w elc he die Branc h & Bound-Algorithmen

auf Eingab en anderer V erteilungen an w enden, um evtl. günstigere Laufzeiten zu er-

mitteln, da für diese V erteilungen die Laufzeiten des F astCore-Algorithm us z.T. sehr

viel höher w aren als die Laufzeiten auf Eingab en, deren Elemen te uniform zufällig aus

dem Einheitquadrat gew ählt w erden. Des w eiteren k ann natürlic h die v on uns b en utzte

und sehr einfac h gehaltene Berec hn ung der Sc hrank en für die einzelnen, sic h w ährend

des Branc h & Bound-Algorithm us ergeb enden T eilbäume w eiter v erb essert w erden,

um so die Laufzeit zu senk en.

Für den F astCore-Algorithm us wurden die Ergebnisse zudem n ur ermittelt für un ter-

sc hiedlic h groÿe Bereic he, aus denen die Elemen te der Eingab e stammen, so dass hier

no c h un tersuc h t w erden k ann, wie sic h eine Änderung z.B der Ruc ksac k-Kapazität

auswirkt. Dies gilt auc h für die Branc h & Bound-Algorithmen.

Da die Ergebnisse dieser Arb eit n ur exp erimen teller Natur sind, wird auc h die theore-

tisc he Bew eisführung zur Erklärung der Ergebnisse no c h Thema w eiterer Studien sein

m üssen. Dies gilt v or allem für die gelieferten Ergebnisse des F astCore-Algorithm us, da

wie sc hon erw ähn t für die erbrac h ten Ergebnisse der Un tersuc h ungen zu den Branc h

& Bound-Algorithmen no c h an vielen Stellen V erb esserungen (hauptsäc hlic h bzgl. des

Zeitaufw andes) gefunden w erden k önnen.
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