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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

In dieser Arbeit werden pareto-optimalen Losungen betrachtet. Doch was
sind pareto-optimale Losungen? Allgemein gesprochen sind dies Lésungen
von Problemen, die mehreren Optimierungsbedingungen geniigen miissen.
Bei solchen Optimierungsproblemen gibt es nicht immer eine optimale Lésung.
So widersprechen sich in vielen Bereichen Zeit und Kosten oder Preis und Lei-
stung. Dabei treten hiufig ,,Losungen® auf, bei denen z.B. die Kosten nicht
weiter gedriickt werden konnen, ohne die erforderliche Zeit zu erhohen. Oder
die Leistung kann nicht mehr erhoht werden, ohne dass der Preis ansteigen
wiirde. Solche Lésungen bezeichnet man als pareto-optimal. Sie treten in der
Wirtschaft, bei Ingenieuren und eben auch in der theoretischen Informatik

auf.

Als bekanntes Beispiel ldsst sich in der Informatik das Problem der ganz-
zahligen linearen Optimierung anfiihren. Wiahrend normale, lineare Opti-
mierungsprobleme effizient gelost werden kénnen, ist dies fiir die durch eine
Einschrankung des Losungsraums auf ganze Zahlen entstehenden Probleme
nicht mehr gegeben. Diese Problemklasse ist auch unter dem Namen Inte-
ger Programming, oder kurz IP, bekannt, welche NP-vollstindig ist. Beim

Integer Programming treten hiufig pareto-optimale Losungen auf.

Das mitunter einfachste und bekannteste Problem aus der Klasse IP ist
das Rucksackproblem. Es besteht aus lediglich einer zu optimierenden Sum-
me und einer einschrinkenden Ungleichung. Beim Rucksackproblem sind Ge-
genstidnde mit einem moglichst hohem Gesamtnutzen in einen Rucksack zu

packen, dessen Tragfahigkeit beschréankt ist.

Vom Rucksackproblem gibt es verschiedene Varianten. Bei einigen ist es
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erlaubt, Gegenstinde auch zum einem Anteil einzupacken. Diese Varianten
sind dann nicht mehr NP-vollstindig, sondern lassen sich einfach determini-
stisch 16sen. Beim Multi-Rucksackproblem miissen die Gegenstinde auf mehr
als einen Rucksack verteilt werden. Das mehrdimensionale Rucksackproblem
betrachtet Gegensténde, die entweder mehr als ein Gewicht oder mehr als

einen Profit oder beides besitzen.

Das Rucksackproblem gehort zu denen am weitesten und intensivsten
betrachteten Optimierungsproblemen in der Informatik. Zur exakten Lésung
gibt es verschiedene Algorithmen. Es gibt einen einfachen dynamischen Al-
gorithmus, dessen Laufzeit polynomiell in der Grofle der Eingabewerte ist.
Daher gehort das Rucksackproblem zur Klasse der pseudopolynomiell 16sba-
ren Probleme. Unter den weiteren Algorithmen zu exakten Loésungen hat
der so genannte Core-Algorithmus von Goldberg und Marchetti-Spaccamela
[GMS84] die beste Laufzeit. Dieser Algorithmus basiert auf einem Konzept
von Balas und Zemel [BZ80]. Dabei wird mit einer optimalen Losung begon-
nen, bei der einige Elemente nur zum Teil eingepackt werden. Diese werden
nach und nach durch ,ganze“ Gegenstinde ausgetauscht. Die dafiir geeig-
neten Gegenstinde, die bestimmte Bedingungen erfiillen miissen, werden in
einer Menge zusammengefasst, die Core-Set genannt wird. Fiir ,,typische® In-
stanzen des Rucksackproblems ist dieses Core-Set im average case relativ
klein, wie Goldberg und Marchetti-Spaccamela in ihrer Analyse zeigen konn-

ten.

Ein anderer Ansatz bestimmt in einer Art dynamischer Programmie-
rung nach und nach alle pareto-optimalen Losungen fiir eine Instanz des
Rucksackproblems. Dieser einfache, elegante Algorithmus aus dem Jahr 1969

stammt von Nemhauser und Ullmann und wird seitdem in der Literatur
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auch als Nemhauser/Ullmann-Algorithmus bezeichnet [NU69]. Die Laufzeit
ist polynomiell in der Anzahl der Gegenstéinde n und der Anzahl der pareto-
optimalen Losungen q. Letztere ist fiir viele Instanzen des Rucksackproblems
klein, d.h polynomiell in n. Im letzten Jahr konnten Beier und Vécking
die erste average-case Analyse vorlegen, die eine erwartete polynomielle An-
zahl pareto-optimaler Losungen fiir das Rucksackproblem unter verschiede-
nen stochastischen Modellen beweist [BV03]. Dieser Beweis und sein Ansatz
dienten auch als Grundlage und Motivation fiir diese Arbeit. Dabei sollten
die Ergebnisse von Beier und Vécking auf das mehrdimensionale Rucksack-
problem verallgemeinert werden. Ein direkte Ubertragung ihrer Ergebnisse
ist aber aus Griinden, die in Kapitel 3 niher erldutert werden, nicht moglich.
Daher wurde ein anderer Ansatz gewéhlt, der auch eine Antwort auf die Fra-
ge nach dem Erwartungswert fiir die Anzahl der pareto-optimalen Lésungen
zu liefern versucht. Dazu wurde ein vereinfachtes Modell betrachtet, das ein

dem Rucksackproblem sehr #hnliches Problem beschreibt.

Zuerst aber wird der Nemhauser/Ullmann-Algorithmus erldutert. Im wei-
teren wird ein Algorithmus entwickelt, der effizient alle pareto-optimalen
Losungen fiir eine Eingabe des zweidimensionalen Rucksackproblems berech-
net. AnschlieBend wird erldutert, warum ein &hnlich effizienter Algorithmus
fiir hoherdimensionale Rucksackprobleme wahrscheinlich nicht existiert und

somit nur ein trivialer Ansatz bleibt.

Nachdem die beiden Algorithmen beschrieben und ihre Laufzeit bestimmt
wurden, folgt in Kapitel 3 eine probabilistische Analyse, die die Anzahl der
pareto-optimalen Losungen ¢ bestimmt. Dazu wird die oben angedeutete Ver-
einfachung des mehrdimensionalen Rucksackproblems vorgenommen. Diese

ist notwendig, da eine komplette probabilistische Analyse des Rucksackpro-
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blems zu komplex wire.

Leider ist das aus dem vereinfachten Problem gewonnene Ergebnis nicht
direkt auf das Rucksackproblem zu iibertragen. Allerdings zeigen Testldufe
auf zufélligen Instanzen des zweidimensionalen Rucksackproblems, dass die
Anzahlen der pareto-optimalen Losungen beider Problem wahrscheinlich po-
lynomiell verkniipft sind. Diese Testldufe werden dann abschlieflend in Ab-
schnitt 4.2 vorgestellt und den theoretischen Ergebnissen unter verschiedenen

Annahmen gegeniibergestellt.
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2 Algorithmen zur Bestimmung der Pareto-

Optima

In diesem Kapitel wird zuerst der Nemhauser/Ullmann-Algorithmus beschrie-
ben, der effizient die pareto-optimalen Lésungen fiir eine Eingabe des Ruck-
sackproblem berechnet. Die Laufzeit dieses Algorithmus liegt bei O(ng), wo-
bei n die Anzahl der Gegenstéinde beim Rucksackproblem und ¢ die Anzahl
der pareto-optimalen Losungen ist. Im zweiten Abschnitt betrachten wir eine
Verallgemeinerung des Algorithmus fiir das zweidimensionale Rucksackpro-
blem durchgefiihrt. Dabei wird die Variante als Grundlage genommen, bei
der jeder Gegenstand weiterhin einen Profit aber nun 2 Gewichte erhilt. Die

Laufzeit steigt bei diesem Algorithmus geringfiigig auf O(nglogg) an.

Im dritten Abschnitt wird versucht darzulegen, warum ein dhnlich effi-
zienter Algorithmus, dessen Laufzeit hochstens in einer Gréflenordnung von
O(q logp"IY(d) q) bzgl. g liegt, wahrscheinlich nicht existiert. Es bleibt lediglich

ein trivialer Ansatz, der eine Laufzeit von O(q?) liefert.

2.1 Der Nemhauser/Ullmann-Algorithmus

Im Rucksackproblem betrachten wir Bepackungen von Ruckséicken mit einer
Auswahl von Gegensténden aus der Eingabe. Damit sind Rucksécke Teilmen-
gen der Menge aller Gegenstdande. Um das Rucksackproblem fiir eine feste
Eingabe zu losen, geniigt es, alle Ruckséiicke zu bestimmen, die durch keinen
anderen Rucksack dominiert werden. Ein Rucksack R dominiert einen ande-
ren Rucksack R’ genau dann, wenn die Summe der Profite der eingepackten

Gegenstéinde von R grofier der entsprechenden Summe von R’ ist und R da-
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Abbildung 1: Darstellung von S; und der verschobenen Kopie S; als Treppe

bei gleichzeitig leichter ist als R'. Das Gewicht eines Rucksacks ergibt sich

hierbei aus der Summe der Gewichte aller enthaltenen Gegensténde.

Der Nemhauser/Ullmann-Algorithmus berechnet effizient alle pareto-opti-
malen Losungen fiir das Rucksackproblem; das sind genau die Rucksicke, die
nicht dominiert werden. Als Eingabe fiir das Rucksackproblem gibt es n Ge-
gensténde mit jeweils einem Gewicht w; und einem Profit u; fiir i € {1...n}.
Der Algorithmus berechnet nun #hnlich einem dynamischen Algorithmus
nacheinander die Mengen aller pareto-optimalen Losungen, wenn nur die er-
sten 7 Gegenstinde betrachtet werden. Die Menge aller dieser Losungen fiir
die ersten ¢ Gegenstinde werden aufsteigend nach ihrem Gewicht sortiert in

der Liste S; gespeichert. Die Liste Sy besteht nur aus dem leeren Rucksack.

Nun muss nur noch beschrieben werden, wie aus der Liste S; die Liste

Si+1 berechnet wird. Dazu wird zuerst eine Kopie S} von S; erzeugt und
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Abbildung 2: Die neu berechnete Treppe ;1

in jeden Rucksack der Kopie der Gegenstand ¢ + 1 hinzu gepackt. Auch
diese Kopie ist danach nach aufsteigenden Gewichten sortiert. Jetzt miissen
beide Listen zu einer Liste zusammengefiigt werden, wobei die dominierten
Rucksécke geloscht werden. Zur Veranschaulichung ldsst sich dieser Prozess
gut in einer Graphik darstellen. Jeder Rucksack der Menge S; wird dabei
nach Gewicht und Profit in ein Koordinatensystem projiziert. Dort entsteht
eine Art Treppe. Die Kopie S] ist nun eine um w; 4 in der X-Koordinate und
um ;.1 in Y-Richtung verschobene zweite Treppe, die die erste teilweise
iiberlappt (s. Abbildung 1). S;,; ist nun die dabei entstandene obere Treppe,
die in Abbildung 2 dargestellt ist. Diese ldsst sich leicht in linearer Zeit bzgl.
der Anzahl der Treppenstufen berechnen. Dazu reicht es, die beiden Treppen
gleichzeitig von links nach rechts abzugehen und jeweils die hohere Stufe zu

wahlen.

Bezeichne ¢; die Grofle der Menge S;, so bendtigt die Berechnung von
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S; + 1 die Zeit O(g;). Unter der Annahme ¢;;1 > ¢ betrigt die gesamte
Rechenzeit O(ng), wobei ¢ die Anzahl aller pareto-optimalen Losungen der

Eingabe, also ¢, ist.

Im worst-case ist die Anzahl aller pareto-optimalen Lésungen zwar 2",
allerdings ist sie fiir typische Eingaben wesentlich kleiner. So haben Beier und
Vocking gezeigt, dass diese Anzahl fiir verschiedene zufallsverteilte Eingaben
polynomiell in n ist [BV03]. In Kapitel 3 wird ein dhnliches Ergebnis fiir eine
abgeschwichte Variante des mehrdimensionalen Rucksackproblems bewiesen.
Zuerst wird aber nun der Algorithmus vorgestellt, mit dem sich die pareto-
optimalen Losungen fiir das zweidimensionale Rucksackproblem berechnen

lassen.

2.2 Eine Verallgemeinerung auf das zweidimensionale

Rucksackproblem

In diesem Abschnitt wird eine Verallgemeinerung des Nemhauser/Ullmann-
Algorithmus fiir das mehrdimensionale Rucksackproblem mit 2 Gewichts-
werten und einem Profit beschrieben. Die grundlegende Idee, der Reihe nach
die Mengen S; der dominierenden, oder auch pareto-optimalen, Rucksécke
zu bestimmen bleibt bestehen. Der Algorithmus erzeugt ebenfalls eine Du-
plikatliste der Eintrége in S; und addiert die Gewichtswerte und Profite des
Gegenstandes 7 + 1 hinzu. Nur die Bestimmung der Menge S;;; aus den
beiden Listen ist aufwendiger. Zur Vereinfachung wird im weiteren Verlauf
dieser Arbeit angenommen, dass keine zwei Rucksécke denselben Profit oder
dasselbe Gewicht haben. Diese Annahme vereinfacht auch die in Kapitel 3

durchgefiihrten Analysen.
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Abbildung 3: Die schon betrachteten Pareto-Optima bilden eine Art Front

Hierzu werden die Rucksécke aus S; und der daraus erzeugten, kopierten
Liste S; nach absteigendem Profit in eine neue Liste sortiert, die damit alle
moglichen pareto-optimalen Losungen aus S;,; enthélt. Fiir die Rucksécke
dieser Liste wird nun nach und nach {iberpriift, ob sie pareto-optimal sind.
Der zweidimensionale Fall, d.h. zwei Gewichte und ein Profit, lésst sich noch
iibersichtlich grafisch darstellen. Die Rucksicke werden nach und nach an-
hand ihrer Gewichte in ein zweidimensionales Koordinatensystem projiziert.
Dabei entsteht eine Art Front, abgesteckt durch die einzelnen Rucksécke.

Eine Veranschaulichung dieser Front ist in Abbildung 3 zu sehen.

Wird nun der néchste Rucksack, nennen wir ihn R, eingefiigt, dessen Pro-
fit kleiner ist als der aller vorangegangenen Rucksicke, treten zwei Fille auf.
Im Fall (a) befindet sich R rechts und oberhalb der Front (siehe Abbildung
4). Das bedeutet, dass R schwerer als bereits vorangegangene Rucksécke ist.

Da R aber einen kleineren Profit hat, muss er durch mindestens einen ande-
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Abbildung 4: R liegt innerhalb der Front

A

Abbildung 5: R liegt auBerhalb der Front und ist somit ein neues Pareto-

Optimum
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ren Rucksack, in diesem Beispiel ist es Rucksack A, dominiert werden und
ist somit nicht pareto-optimal. Der betrachtete Rucksack R wird danach ver-

worfen.

Im Fall (b) befindet sich der neue Rucksack R links und unterhalb der
Front (sieche Abbildung 5). R ist also leichter als alle vorangegangenen Ruck-
sicke. Da alle folgenden Rucksicke eine kleineren Profit haben, ist er auch
pareto-optimal. R muss nun noch in die Front und in die Menge 5;. eingefiigt
werden. Beim Einfiigen in die Front miissen dort alle Rucksicke entfernt

werden, die nun durch R iiberdeckt werden.

Um die Position eines neuen Rucksacks beziiglich der Front zu bestim-
men und ein neues Pareto-Optimum in die Front einzufiigen, wird eine Daten-
struktur benotigt, die ihre Elemente nach einer Grofe, fiir diesen Algorithmus
ist es das erste Gewicht, sortiert und dabei folgende Laufzeit-Eigenschaften

aufweist:

1. Suche in O(logn).
2. Einfiigen eines Elementes in O(logn).
3. Loschen eines Elementes in O(logn).

4. Bestimmung eines direkten Nachfolgers zu einem Element in O(1).

Hierfiir eignen sich z.B. Red-Black-Trees oder Bayer-Baume, bei denen die
Daten nur in den Blattern stehen und zuséatzlich iiber eine Liste verkettet

werden kénnen, um auch die Eigenschaft 4 zu erfiillen.

Dieser Baum, mit dem die Front reprisentiert wird, wird nach dem ersten

Gewicht sortiert. Dann lasst sich anhand einer Suche die Ecke A der Front
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Abbildung 6: Alle Ecken zwischen A und B konnen geldscht werden

bestimmen, die direkt links von R liegt. Ist das zweite Gewicht dieser Ecke
kleiner als das von R, so liegt R rechts und oberhalb der Front und kann

verworfen werden (siehe Abbildung 4).

Andernfalls ist R pareto-optimal. Es werden nun solange alle im Baum
auf A folgenden Ecken der Front entfernt, bis eine Ecke B erreicht wird, deren
zweites Gewicht kleiner als das von R ist. Die zu entfernenden Ecken, samt
der sich daraus ergebenden Kanten, der Front sind in Abbildung 6 gestrichelt
dargestellt. Nach dem Loschen der alten Ecken wird R in den Baum eingefiigt.
Dadurch werden implizit zwei neue Kanten in die Front eingebaut, wie sich

in Abbildung 7 erkennen ldsst. Damit wére die neue Front fertig berechnet.

Die Laufzeitanalyse des Algorithmus gestaltet sich recht einfach. Betrach-
ten wir zuerst den Aufwand fiir die Berechnung von S;,; aus ;. Dazu sind

die Bestimmung von A sowie ein eventuelles Loschen von Ecken und das
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Abbildung 7: Nun bildet R mit den Ecken A und B die neue Front

Hinzufiigen von R zu beriicksichtigen. Eine Suche im Baum kann in logarith-
mischer Zeit durchgefiihrt werden. Das Entfernen von Ecken aus der Front
ist fiir jede Ecke ebenfalls in logarithmischer Zeit moglich. Hierbei ist zu
beachten, dass jedes mogliche Pareto-Optimum hdochstens einmal als Ecke
aus der Front entfernt werden kann. Damit ergibt sich fiir das Entfernen der
Ecken insgesamt eine Laufzeit von O(g;logg;). Das Einfiigen in den Baum
wiederum ist in logarithmischer Zeit moglich. Die gesamte Laufzeit, die sich
durch das Betrachten des i 4+ 1-ten Gegenstandes ergibt, liegt somit in der
GroBenordnung O(g; log ;).

Wird dieser Vorgang nun fiir alle s € {1...n} wiederholt, liegt die gesamte
Rechenzeit fiir den Algorithmus fiir das zweidimensionalen Rucksackproblem
bei O (37, gilogg;). Unter der Annahme g;1 > ¢; ergibt sich eine Laufzeit
von O(nglogq) mit g = gq,.
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2.3 Ein Algorithmus fiir das mehrdimensionale Ruck-

sackproblem

Nach dem Ergebnis des letzten Abschnitts besteht die Hoffnung, auch fiir das
mehrdimensionale Rucksackproblem einen dhnlichen Algorithmus entwerfen
zu konnen, der effizient alle pareto-optimalen Losungen bestimmt. Leider
gibt es aber keine nahe liegende Verallgemeinerung. Das Problem liegt in
der Suche nach dem moglichen, bereits betrachteten Pareto-Optimum, das
einen neuen Rucksack dominiert. Wahrend diese Suche beim zweidimensio-
nalen Rucksackproblem noch in einer Zeit von O(logq) méglich ist, ldsst sich
diese Laufzeit bereits bei drei Dimensionen nicht mehr annihernd erreichen.
Bei der zweidimensionalen Front war es moglich, effizient zu bestimmen, auf
welcher Seite ein Rucksack R liegt. Bei einer hoherdimensionalen Front ist

dies nicht mehr realisierbar.

Wird die Suche aus einem anderen Blickwinkel betrachtet, wird vielleicht
klarer, warum es wahrscheinlich keine effiziente Suche im héherdimensionalen
Fall gibt. Zu jedem der d Gewichtswerte eines gerade betrachteten Rucksacks
R; existiert eine Menge G¥ von Rucksicken, die leichter sind und dabei einen
héheren Profit haben. Ist die Schnittmenge G; all dieser Mengen nicht leer,
so existiert mindestens ein Element A, dessen Gewichtswerte alle kleiner
sind als die von R; und das einen hoheren Profit hat. Damit wire dann R;
nicht pareto-optimal. Ist die Schnittmenge G; dagegen leer, so ist R; pareto-
optimal. Insgesamt gibt es bis zu ¢? unterschiedliche mégliche Schnittmengen.
Damit scheidet eine Berechnung durch ein Preprocessing aus. Eine Bestim-
mung von G; zum Zeitpunkt der Betrachtung von R; ist wohl auch nicht in
logarithmischer Zeit beziiglich ¢ mdglich, auch wenn iiber die Mengen G¥

einige spezielle Eigenschaften bekannt sind.
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Damit bleibt als Algorithmus fiir den mehrdimensionalen Fall vorerst der
naive Ansatz, fiir jeden neu zu betrachtenden Rucksack R; alle bis zu O(q)
moglichen Rucksécke darauf zu testen, ob sie R; dominieren. Dadurch fillt
fiir die Betrachtung jedes Rucksacks eine Laufzeit von O(dq) an, da alle d
Gewichtswerte getestet werden miissen. Die gesamte Laufzeit dieses trivialen
Ansatzes liegt somit bei O(ng?), da fiir jeden neuen Gegenstand bis zu ¢
Rucksicke auf ihre Eigenschaft als Pareto-Optimum getestet werden miissen.
Diese Laufzeit fiihrt, wie spéater noch genauer erldutert wird, leider zu keiner
Aussage iiber eine erwartete Laufzeit auf Instanzen des Rucksackproblems

mit zufillig gewadhlten Eingaben.
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3 Analyse in einem vereinfachten Modell

3.1 Grundlegende Ergebnisse

Fiir das eindimensionale Rucksackproblem haben Beier und Vécking die
erwartete Anzahl der Pareto-Optima fiir verschiedene Zufallsverteilungen
untersucht[BV03]. Hierbei ergibt sich fiir die erwartete Anzahl der Pareto-
Optima bei einer uniformen Verteilung der Gewichte - die Profite wihlt ein

Adversary unabhiingig hiervon - eine obere Schranke von O(n?).

In einem ersten Ansatz wurde versucht, die Ergebnisse fiir die erwar-
tete Hohe einer Stufe aus der Arbeit von Beier und Vécking [BV03] auf
mehrere Dimensionen zu verallgemeinern. Dieser Ansatz sah zunichst viel
versprechend aus. Die Ergebnisse fiir die Stufenhthe gelten fast unverdndert
auch fiir das mehrdimensionale Rucksackproblem. Nur die anschlieend im
eindimensionalen Falle so einfache Schlussfolgerung von der erwarteten Stu-
fenhohe auf die Anzahl der Stufen erwies sich im mehrdimensionalen Fall
als nahezu unmoglich. Gilt z.B. fiir alle Gegenstinde einer Eingabe fiir das
zweidimensionale Rucksackproblem, dass w;; +w;» = 1, so liegen genauso wie
diese Gegenstidnde auch alle pareto-optimalen Losungen diagonal zueinander,
wobei die Diagonalen senkrecht zur ersten Winkelhalbierenden liegen. Auf ei-
ner solchen Diagonalen konnten sich beliebig viele Pareto-Optima befinden,
ohne dass die Stufenhéhe dadurch kleiner sein miisste. Auf einer Diagonalen
sind nédmlich nur Stufen zu Rucksicke auerhalb dieser Diagonalen moglich.
Somit lief} sich eine Analyse iiber die Stufenhéhe fiir das mehrdimensionale

Rucksackproblem nicht realisieren.

Eine erschopfende, probabilistische Analyse des mehrdimensionalen Ruck-
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sackproblems stellte sich aufgrund der Abhingigkeiten der Rucksicke un-
tereinander, die durch die einzupackenden Gegenstinde erzeugt werden, als
duBerst schwierig heraus. Daher betrachte ich in dieser Arbeit nicht das nor-
male Rucksackproblem. Vielmehr besteht mein Modell aus ,, Rucksicken®, die
allerdings einzelne, unabhéngige Elemente darstellen. Deren Anzahl m muss,
um einen Vergleich mit dem Rucksackproblem zu ermdoglichen, exponenti-
ell in der Anzahl der Gegenstinde sein, die in die Rucksicke im normalen
Rucksackproblem eingepackt werden konnen. Im Vergleich zum Rucksack-
problem mit n Gegenstdnden und damit 2" moglichen Rucksédcken werden
m = 2" Elemente betrachtet. Der einzige Unterschied zum Rucksackproblem
liegt dann noch in der fehlenden Abhéngigkeit dieser Elemente, welche die

Analyse vereinfacht.

3.2 Begriffsdefinitionen
3.2.1 Das vereinfachte Modell

Im vereinfachten Modell besteht die Eingabe aus m Elementen. Jedes Ele-
ment hat d Gewichtswerte wy, miti € {1...m}und k € {1...d}, die uniform
zufillig aus dem Intervall [0; 1] gew#hlt werden. Die Profite u; diirfen wie-
derum von einem Adversary beliebig, aber unabhingig von den Gewichten,

bestimmt werden.

In den beiden folgenden Analysen wird nun der Erwartungswert fiir die
Anzahl der pareto-optimalen Elemente berechnet. Dieser sollte in der Gré8en-
ordnung polylog(m) liegen. Diese GroBenordnung wiirde der polynomiellen
Abhéngigkeit der Anzahl der pareto-optimalen Lésungen von der Anzahl der

Gegenstédnde im Rucksackproblem entsprechen.
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Zur Bestimmung des Erwartungswertes werden in den folgenden Ab-
schnitten zwei verschiedene Ansétze verfolgt. Der Ansatz aus dem ersten
Abschnitt ist bereits in verwandten Arbeiten gew#hlt worden. So ist zum
Beispiel die Frage nach der Anzahl der Punkte einer konvexen Hiille im R?
fiir zufillig gewdhlte Punkte bereits hinreichend betrachtet worden. Das ver-
einfachte Modell fiir das Rucksackproblem lisst sich auf diese Fragestellung
zur konvexen Hiille zuriickfithren. Das erste Ergebnis aus dem Jahre 1963 /64
fiir die erwartete Anzahl extremer Punkte einer konvexen Hiille von zufalli-
gen Punkten kommt von Rényi und Sulanke [RS63, RS64]. In einer neueren
Arbeit zu dem gleichen Thema betrachten Damerow und Sohler die Anzahl

dieser extremen Punkte in einer smoothed Analyse [DS04].

Eine smoothed Analyse ist eine neuere Form der Betrachtung von Laufzei-
ten, bei der versucht wird, einen Hinweis auf die Laufzeit zwischen average-
case und worst-case zu liefern. Dabei wird typischerweise eine worst-case
Eingabe, oder eine Gruppe von worst-case Eingaben, genommen und danach
randomisiert leicht verdndert. Das kann z.B. ein Verrauschen der Werte oder
eine Anderung in der Reihenfolge, z.B. bei Sortierproblemen, sein. Typischer-
weise wird dabei versucht zu zeigen, das eine solch ,,gesmoothte” worst-case
Eingabe Laufzeiten in der Ndhe des average-cases erreicht. Damit wire dann
die Bedeutung des worst-cases stark gemindert, da die Laufzeit selbst bei

worst-case dhnlichen Eingaben klein ist.

Ein solches Ergebnis haben Damerow und Sohler fiir die Anzahl der ex-
tremen Punkte einer konvexen Hiille aus zuféllig gewéhlten Punkten gezeigt.
Eine direkte Ubertragung auf das Rucksackproblem ist zwar nicht ohne wei-
teres moglich, aber fiir das hier betrachtete vereinfachte Modell lassen sich

die Ergebnisse anwenden.
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In dieser Arbeit steht mehr die Konzentration der erwarteten Anzahl
von pareto-optimalen Losungen im Vordergrund. Daher wird in der zweiten
Analyse ein etwas anderer Ansatz iiber eine Chernoff-Schranke gewihlt. Da-
mit ldsst sich zeigen, dass die Anzahl mit hoher Wahrscheinlichkeit in der

Groflenordnung des Erwartungswertes liegt.

3.2.2 Die erwartete Anzahl iiberdeckter Elemente

Fiir die Analyse des Problems erweist sich der Begriff des Uberdeckens von
anderen Elementen als praktisch. Ein Element R; iiberdeckt ein anderes Ele-
ment R;, falls keines der d Gewichte von R; grofler als das entsprechende
Gewicht von R; ist. Ein Element iiberdeckt sich nach dieser Definition ins-
besondere immer selbst. In Abbildung 8 wird diese Eigenschaft fiir den Fall
d = 2 anschaulich dargestellt.

Formal wird fiir das Uberdecken eine Zufallsvariable X; definiert. Hierbei
ist zu beachten, dass ein Element sich nach dieser Definition immer selbst
iiberdeckt.

1, falls Vk € {1...d} wix > wjy

Xij =
0, sonst

Die erwartete Anzahl der von einem Element R; iiberdeckten Elemente ist
abhingig von dem Hypervolumen, das es iiberdeckt. Dieses betrigt im [0; 1]¢
genau p; = Hizl w;k. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass X;; = 1 ist, genau
pi- Mit X; = Z;nzl X,; folgt fiir die erwartete Anzahl der von R; iiberdeckten
Elemente iiber die Linearitiit des Erwartungswertes E[X;] = E[> 7", X;;] =

Y ElXgl =pi(m —1)+1,da X = 1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Element R; nun ein Pareto-Optimum
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A

>

Abbildung 8: Das Element R; iiberdeckt alle Elemente, die in dem grauen

Bereich liegen

darstellt, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dass R; den grofiten Profit aller

von ihm iiberdeckten Elemente hat. Da der Profit aber unabhéngig von den

Gewichten ist, ist diese Wahrscheinlichkeit genau XL Auch hierzu wird eine

Zufallsvariable definiert.

O 1, falls R; pareto-optimal ist
;. =
0, sonst
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3.3 Berechnung des Erwartungswertes
3.3.1 Versuch einer exakten Bestimmung

Um den Erwartungswert von O; genau zu berechnen, muss man nach der
Definition des Erwartungswertes die Summe iiber das Produkt der Ereig-
nisse und ihrer Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Die Ereignisse sind hierbei
das Uberdecken von genau s Elementen. Zusitzlich wird noch eine weitere
Zufallsvariable fiir das Ereignis definiert, dass ein Element den hochsten Pro-
fit von s Elementen hat. Die beiden Zufallsvariablen fiir die beschriebenen
Ereignisse sind im folgenden auch formal beschrieben.
U, — 1, falls R; genau s Elemente iiberdeckt, d.h. Z;’;l Xy=s
0, sonst
1, falls R; den hochsten Profit von s Elementen hat

0, sonst

Mit diesen Zufallsvariablen und der Gegenwahrscheinlichkeit ¢; zu p; lisst

sich der Erwartungswert von O; wie folgt darstellen.

Eexakt[oz‘] = 0- PI‘[O,L = 0] +1- Pr[Oz = 1]

= Y PrU;=1AH;=1]

s=1

= ) Pr[lU; =1]- Pr[H; = 1|U;, = 1]

s=1

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau s Elemente von R; iiberdeckt werden,

lasst sich nun leicht angeben. Dabei ist zu beachten. dass sich R; nach De-



3 ANALYSE IN EINEM VEREINFACHTEN MODELL 22

finition immer selbst iiberdeckt und somit noch weitere s — 1 Elemente der
m — 1 moglichen {iberdeckt werden miissen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist
durch folgenden Ausdruck gegeben.

m—1 — m—s
e S

Die Wahrscheinlichkeit, dass R; den hochsten Profit von s Elementen hat,
wenn es genau s Elemente {iberdeckt, ist genau %, da die Profite unabhingig
von den Gewichten gew#hlt wurden. Insgesamt gilt damit fiir den Erwar-

tungswert von O;

Eexat[0;] = Y Pr[Us =1]- Pr[H;, = 1|Uj, = 1]

s=1

= (7))

s=1

Mittels einer Umformung des Binominalkoeffizienten lisst sich diese Summe

nun stark vereinfachen. Dazu wird folgende Beziehung genutzt.

(?:11)2 ~ (s —(Tlr;!zrri)i s)é - %(?)

Mit dieser Beziehung lasst sich die Summe auflésen. Dabei wird der fehlende

Summand fiir s = 0 ergénzt, um eine Summe zu erhalten, die sich nach dem
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binomischen Lehrsatz vereinfachen lasst.
= m—1 1
Eexa Oz = st 1-— i T
ke[O4] 522;((5—1)“ (1—pi) S)
1 . ( (m> s—1 ms>
= — p; g
m £ s

am(E

Um nun den Erwartungswert zu ermitteln, reicht es nach Satz A.2 aus dem
Anhang aus, das Integral dieses Ausdrucks multipliziert mit den Dichtefunk-
tionen der Zufallsvariablen wy fiir £ € {1...d} zu bilden. Da die Gewichts-
variablen uniform zufiillig aus dem Intervall [0; 1] sind, ergibt sich nach Fol-

gerung A.1 folgendes Integral.

1
1—(1— I, wik)™
Eexaxt[0i] = / ( Hk:lfwk) Hdwik

Hierbei ist zu beachten, dass die Variable d, die die Anzahl der Dimension

angibt, nicht mit dem d aus dem Infitisimal dw;, verwechselt wird.

Fiir dieses Integral ldsst sich keine kompakte symbolische Losung ange-
ben. Daher wurde es numerisch mit dem algebraischen System maple ausge-
wertet. Die Ergebnisse dieser Auswertung werden fiir den zweidimensionalen
Fall dann im Abschnitt 4.2 mit der Approximation des Erwartungswertes

verglichen, die im folgenden Abschnitt beschrieben wird.
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Des weiteren wird eine nahe liegende Niherung fiir dieses Integral be-
trachtet. Fiir die typischerweise groflen Werte von m dréngt sich die N&he-
rung 1 — ¢™ = 1 quasi auf, da ¢ fast immer kleiner Eins ist. Allerdings wird
das Integral durch die Ndherung uneigentlich und ist nicht mehr definiert.
Daher wird ein Trick angewendet, der die Grofenordnung der Losung nicht
dndert und auch im folgenden Abschnitt auftaucht. Dazu werden einfach nur
die Elemente betrachtet, deren Gewichte alle gréfier als % sind. Alle anderen
Elemente konnen als pareto-optimal betrachtet werden, da ihre erwartete An-
zahl kleiner als mdi = d und damit konstant ist. Das Integral bekommt dann
als untere Grenze . Das ist zuléssig, da die als pareto-optimal betrachteten
Elemente weiterhin iiberdeckt werden und sich damit die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Element den grofiten Profit aller von ihm iiberdeckten Elemente hat,

nicht verandert.

Nach der Abschétzung des Zahlers mit Eins, 1dsst sich das Integral einfach
in d einfache Integrale ausmultiplizieren, da die anderen Variablen fiir ein

gegebenes Infitisimal nur als Konstante fungieren.

1
Eexakt [Oz] S /
Y mHk

Nun folgt auf einfache Weise iiber die Linearitdt des Erwartungswertes ei-
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ne obere Schranke fiir die erwarte Anzahl pareto-optimaler Lésungen. Diese

Schranke stimmt auch mit dem Ergebnis aus dem néchsten Abschnitt {iber-

ein.
E[q] = Eexakt Z Oz = ZEexakt[Oi] =m Eexakt[Oi]
=1 =1
< In%m+d

3.3.2 Eine Abschitzung des Erwartungswertes

In diesem Abschnitt wird nun mit Hilfe einer Chernoff-Schranke der Erwar-
tungswert fiir die Anzahl der pareto-optimalen Elemente approximiert. Durch
die Chernoff-Schranke kann zusétzlich gezeigt werden, dass die Anzahl stark
konzentriert um den Erwartungswert herum liegt. Dies geschieht in Abschnitt

3.4.

Als Ausgangspunkt dient wiederum die Berechnung des Erwartungswer-

tes von O;. Hierzu wurde nun eine Chernoff-Schranke auf X; angewendet.

2Inm
E= 4| —m——
pi(m—1)+1

el <= (-9 B < o (B1)S) = L

In allen Fillen, in denen das Element R; weniger als (1 — ¢) E[X;] Elemen-
te iiberdeckt, kann angenommen werden, dass R; pareto-optimal ist. Da-
durch werden im schlimmsten Fall maximal m% = 1 zusétzliches Element als
Pareto-Optimum betrachtet, welches keines ist. In den iibrigen Fillen ist das
Element R; mit einer Wahrscheinlichkeit von héchstens ((1 —¢) E[X;])™ =

-1
(E[X,] —+v/2E[X;]In m) pareto-optimal.
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Um nun alle moglichen Position von R; zu betrachten, muss wiederum
iiber alle moglichen Gewichte integriert werden. Dabei entsteht das folgende

Integral.

1
1

Eapprox[Oz’] = 0/pz(m . 1) +1— \/2(pz(m — 1) + 1) Inm

1
dp; + —
m

Damit dieses Integral zu lésen ist, werden analog zu 3.3.1 nur die Elemente
betrachtet, deren Gewichte nicht unterhalb einer bestimmten Grenze liegen.
Die Grenze liegt diesmal aus rechnerischen Griinden bei v = %. Uber alle
Elemente ist die erwartete Anzahl der Elemente, die mindestens ein Gewicht

kleiner als v besitzen, kleiner als md-v ~ 4dInm. Aufgrund dieser Annahme

4Inm

gilt , dass jedes w;; mindestens so grof§ wie v = "1t ist.

Da der Term im Integranden der Kehrwert aus der abgeschétzten Anzahl
der iiberdeckten Elemente ist, kann er nicht gréfler als Eins werden. Allerdings
ist es aus rechnerischen Griinden wiinschenswert, dass die konstante Eins aus
dem Nenner verschwindet. Daher wird das Integral fiir kleine p; mit Eins
abgeschétzt. Fiir groflere p; kann auch der nach unten abgeschétzte Nenner
nicht mehr zu klein werden. Die Variable v wurde so gew&hlt, dass sie sich

auch zur Aufsplittung des Integrals eignet.

1

dpi

Ea roin S / +
pprox |0 pi(m—l)—i-l—\/Q(pi(m—l)-i-l)lnm

f 1

/ldpi—f-——f-dv

m
0
/ d 1
g/ b + =+ (d+ 1)

J pi(m—1) — /3pi(m —1)lnm m
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Die Abschitzung des Nenners gilt fiir alle m > 2.

Nun wird p; durch HZ:1 w;y, ersetzt und anschliefend fiir jedes Gewicht
w,, eine Substitution tk = wj, durchgefiihrt. Dabei gilt folgende Substituti-

onsregel.

Weiterhin sei ¢ = szltk und ¢ = ‘lenm Nach der Substitution gilt

natiirlich fiir jedes t¢; sowie das Produkt ¢, das sie nicht kleiner als /v sind.

1 [T dwik
I = / =
4 T e

2d
m—1) —ty/3(m—1) lnml_[alt]c
d
t o _1) /3111_7{1’:!;[

d
1 1] dtx
20 1

k=
m — 1 d
k=1

dty,

%\H %\H

Dieses Mehrfachintegral ldsst sich nun einmal analytisch integrieren, wie fol-

gende symbolische Rechnung auf zwei Variablen veranschaulicht.

1 1 —
// da:dy:/mdy,mitxy—c>0
Ty — ¢ Yy
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Das dabei entstehende Integral ist nicht auf algebraischem Weg zu l6sen ist.
Daher wird das betrachtete Integral zuerst einmal nur zur ersten Variable
t; integriert. Danach wird der so entstandene Ausdruck derart abgeschétzt,

dass das darauf folgende Integral analytisch zu l6sen ist.

" )

v \ L%
i) ) el
v JIRE h=2

Die Funktion im Zihler wird nun durch ihr Maximum im Intervall [\/v;1]
abgeschitzt. Damit fallt die Abhéngigkeit des Zahlers von irgendeinem t¢;

weg.

Da die Logarithmusfunktion streng monoton steigend ist, nimmt der
Zahler den grofiten Wert dann an, wenn der erste Summand maximal und der
zweite minimal wird. Dazu muss das erste Produkt der Variablen ¢; maximal
gewdhlt werden. Dieses Maximum liegt bei Eins, da keine der Integrations-
variablen grofler als die obere Grenze des Integrals werden kann. Der kleinste
Wert, den das zweite Produkt der Variablen ¢; und /v annehmen kann, ist
aber /v selbst. Dies ist ndmlich nach der Aufsplittung des urspriinglichen

Integrals der kleinste Wert, den das Produkt aller ¢; erreichen kann.

Nach dieser Abschitzung des Zihlers lésst er sich als Konstante aus dem
Integral ziehen und der iibrig gebliebene Term kann leicht integriert werden.

Hierzu wird analog zu 3.3.1 das Mehrfachintegral in ein Produkt einzelner
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Integrale zerlegt, die den natiirlich Logarithmus als Stammfunktion haben.

1

I o< /ln(l—c)—ln(\/ﬂ—c)I—Idtlc

d
i Htk k=2
k=2
d
1 dt
_ ln(l_c)/kl;[2 g
vV—_cC
v vi 11t
k=2

— In <\%__"c) (In1 = In(y/2))*"

- o (e mea) (e (52))

Die beiden Loagrithmen werden nun abgeschiitzt, da die meisten Terme die

Groflenordnung des Ergebnisses nicht beeinflussen. Fiir den ersten Logarith-
mus ergibt sich aufgrund seiner monotonen Steigung folgende Abschitzung.

Diese gilt fiir m > 15, da ansonsten der Nenner kleiner als Eins ist.

m—1—+/3(m—1)lnm
1n(\/4(771—1)1nm—\/3(m—1)lnm)
= ln(m—l— 3(m—1)1nm>—

In (m_m)

< In(m—1)

Die Abschitzung des zweiten Logarithmus ist einfacher, da dort der Nenner

bereits fiir m > 2 grofler als Eins wird.

In (Z;ﬁt) = In(m—1) —In(4lnm) <In(m —1)
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Mit diesen Abschitzungen ergibt sich fiir das urspriingliche Integral die fol-
gende Ndherung.

2d

I = I
m—1
24 1
2

= In*(m — 1
——ti(m - 1)

Eingesetzt in den gesamten Ausdruck folgt diese obere Schranke fiir den

Erwartungswert von O;.

d
A=l + =+ (d+1)v

v/pi(m—l) —_\/3p,~(m—1)lnm m

IN

Eapprox [Oz]

2 1

—~—In*m — 14—+ (d+1)v
m—1 m

2 1

= —— (2Inm+2dlnm +In%(m — 1)) + —

m—1 m

Uber die Linearitit des Erwartungswertes lisst sich nun die erwartete Anzahl

pareto-optimaler Losungen bestimmen.

E[Q] - Eapprox [Z Oz
=1

2
< 7m1 (2Inm + 2dInm + In*(m — 1)) + 1
m_

= O(log*m)

= Z Eapprox[Oi] =m Eapprox[Oi]
=1
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3.4 Die Konzentration der Anzahl pareto-optimaler Lo-

sungen

Durch den Einsatz der Chernoff-Schranke im letzten Abschnitt ldsst sich fiir
die erwartete Anzahl pareto-optimaler Lésungen zeigen, dass diese Anzahl
stark konzentriert ist. Fiigt man dem ¢ einen konstanten Faktor a unter der
Waurzel hinzu, ldsst sich die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als (1 —e) E[X;]
Elemente iiberdeckt werden, beliebig nahe an 1 driicken. Allerdings muss &

noch leicht angepasst werden, damit es fiir grofie a nicht zu grof§ wird.

2a¢1n?m

E={|] —m78M8—
pilm—1)+1

ma

PrlX; < (1-¢)E[X;]] < exp (—E[Xi]é;> = (_)ln‘““m < %

Wie wir sehen werden, #ndert sich die Gréflenordnung der Anzahl pareto-
optimaler Lésungen g dadurch nur unwesentlich. Die Abschétzung fiir den

Erwartungswert von O; liefert analog zur Rechnung in 3.3.2 folgenden Term.

d
1 H dwzk
k=1

E[0] < +
v/pi(m -1)+1- \/2a(pi(m —1)+1) In% m

v

1
/ldpﬁ—%%—dv
0

d
1 H dwik
k=1

/

s pilm—1) — \/3apz-(m - 1)ln% m

1
+—+(d+1)v
m

IN
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Die Abschétzung des Nenners bleibt von der Konstanten a fast unberiihrt.
Allerdings miissen die Hilfsvariablen v und ¢ angepasst werden, damit die
beiden Nenner nicht negativ werden kénnen. Die Variable v nimmt nun den
Wert 4‘”?:# an und c ist gleich 4/ 3“72177%{" Die Substitution und das Un-
terteilen des Integrals bleiben unveridndert. Die restliche Integration verlduft
analog. Im Endergebnis taucht die Konstante a dann wieder auf. Das In-
tegral, dass nach den Substitutionen entsteht, wird dann wieder nach oben
abgeschitzt. Die Abschitzung gilt wiederum fiir alle m > my fiir ein geeig-
netes my, das diesmal von a und d abhéngt und nur durch das Losen eines

Polynoms dritten Grades algebraisch hergeleitet werden kann.

len&gfgam—mwmdl

_1_\/3a ~Dhim (11 (m—l ))’H
\/4a — )i m - f3a(m — mfm) \2 \diim

< Fln( m — 1)

Hierbei ist zu beachten, dass bei der Substitution die Konstante 2¢ vor das
Integral gezogen wurde und damit den Term 2~(4~1) wieder unabhingig von d
macht. Fiir den Erwartungswert von O; ergibt sich damit folgender Ausdruck,
der wiederum bis auf die zusétzliche Variable a identisch zu dem Term aus

3.3.2 ist.

2 1
E[0)] < (2adInm + 2alnm + In(m — 1)) + —
m—]_ me
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Daraus resultiert folgendes Endergebnis fiir den Erwartungswert von gq.

m

2.0

=1

Ejg] = E + 1+ mdv

= ZE[Oi]+1+mdU =mE[O;] + 1+ mdv

=1

2 1
< Sl (2aIn®™*m + 2ad "™ m + In*(m — 1)) +
m—1 ma-1
= O(adlog”™*m +log®m)

Da a als konstant angenommen werden kann, unterscheidet sich die Grofen-

ordnung im asymptotischen Bereich nicht von dem Ergebnis aus 3.3.2.

Die Groflenordnung der erwarteten Anzahl an pareto-optimalen Losun-
gen hat sich also nicht verdndert. Es wurde somit gezeigt, dass der Erwar-
tungswert mit hoher Wahrscheinlichkeit erreicht wird. Es muss lediglich noch
sichergestellt werden, dass die Anzahl der Elemente, die nur Gewichte kleiner

v haben, nicht zu grof} wird.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Gewicht kleiner v = ‘mlf%i% ist, be-
tragt genau v, da die Gewichte uniform zufillig aus dem Intervall [0;1]
gewahlt sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element mindestens ein Ge-
wicht kleiner v hat, betrigt bei d Gewichten hochstens dv. Abschlieend
ist die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als In®m Elemente Gewichte kleiner
v haben und damit die Gréflenordnung der Anzahl der pareto-optimalen
Losungen beeinflussen, hochstens (dv)lndm. Betrachtet man bei diesem Term

nur die Abhéngigkeit von m, da a und d als konstant angenommen werden

Indm
koénnen, ergibt sich eine Gréflenordnung von O ((%) ) . Dieser Aus-
druck fillt wesentlich schneller als die Wahrscheinlichkeit 1/ meln® 7 m aus

der Chernoff-Schranke, da der mit m wachsende Exponent griofier ist.
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Insgesamt wurde also in diesem Abschnitt ein Konzentrationsergebnis fiir
den Erwartungswert aus 3.3.2 bewiesen. Die Anzahl der pareto-optimalen
Losungen liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 1 — 1/m® in der

0,75d

GréBenordnung O(adlog®™® m + log? m).

Leider ist es auch mit diesem Konzentrationsergebnis nicht méglich, einen
Erwartungswert fiir die Laufzeit des trivialen Algorithmus fiir das mehrdi-
mensionale Rucksackproblem aus 2.3 herzuleiten. Dieser Algorithmus hat
eine Laufzeit von O(ng?). Selbst wenn der Erwartungswert von ¢ noch so
stark konzentriert ist, lassen sich unwahrscheinliche Ausreifier nicht ausschlie-
Ben. So ist nach der Markov-Ungleichung die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Eingabe mehr als ¢ pareto-optimale Losungen hat, durch E[g]/¢t nach oben
beschrinkt. Trotzdem treiben solche Ausreifier bereits fiir = m? fiir ein be-
liebiges 0 > 0 die Laufzeit des trivialen Algorithmus in die Héhe. So ergibt
fiir dieses Beispiel ein Beitrag zur Laufzeit von Prlg > m?] - m?’. Mit der
Markov-Ungleichung und dem Ergebnis aus 3.3.2 folgt hieraus ein Beitrag
zur Laufzeit in einer GroBenordnung von O(nm? log? m). Dies entspricht mit

m = 2" einer exponentiellen Laufzeit.



4 ERGEBNISSE AUS DER ANALYSE UND DEN TESTLAUFEN 35

4 FErgebnisse aus der Analyse und den Test-

laufen

4.1 Erwartete Laufzeit des verallgemeinerten Nemhau-

ser /Ullmann-Algorithmus

Die erwartete Laufzeit des verallgemeinerten Nemhauser /Ullmann-Algorith-
mus lésst sich nicht direkt angeben. Aufgrund der Abhéngigkeit der Ruckséicke
im mehrdimensionalen Rucksackproblem ist dort eine andere Anzahl an Pa-
reto-Optima zu erwarten als bei der abgeschwichten Version des Problems
mit m = 2" unabhéngigen Elementen. Anhand von Testldufen wird sich zei-
gen, dass die fehlende Unabhéngigkeit der Rucksicke im mehrdimensionalen
Rucksackproblem die Anzahl der Pareto-Optima vergrofiert. Wahrscheinlich
steht die Anzahl der Pareto-Optima aber in einem polynomiellen Zusam-
menhang mit der Anzahl beim abgeschwéchten Problem. Darauf weisen die
weiter unten beschriebenen FErgebnisse der Testlaufe fiir d = 2 hin. Auch
Beier kommt in [Bei04] auf dieses Ergebnis fiir den zweidimensionalen Fall,

das er ebenfalls aus experimentellen Werten abgeleitet hat.

4.2 Vergleich der erwarteten Anzahlen der pareto-op-

timalen L6ésungen

In diesem Abschnitt sind die aus Abschnitt 3.3.1 exakt bestimmten Erwar-
tungswerte fiir unabhéingige Ruckséicke mit dem algebraischen System maple
berechnet und der Approximation aus Abschnitt 3.3.2 gegeniibergestellt wor-
den. Das Ergebnis in Abbildung 9 zeigt die Approximation und die exakten
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Abbildung 9: Die erwartete Anzahl der Pareto-Optima in Abhéngigkeit von
n fiir das mehrdimensionale Rucksackproblem aus der Approximation und

der Auswertung des exakten Erwartungswertes mit maple
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Abbildung 10: Der Quotient aus der exakten Berechnung und der Approxima-
tion des Erwartungswertes in Abhéngigkeit von n fiir das mehrdimensionale

Rucksackproblem
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Berechnungen. Hieran ldsst sich aber noch wenig iiber die Giite der Appro-
ximation aussagen. Daher ist in Abbildung 10 zusétzlich der Quotient aus
den exakten und den approximierten Erwartungswerten dargestellt. Es zeigt
sich, dass dieser Quotient scheinbar einer konstanten Grenze entgegen strebt.
Somit ist die Approximation nur um einen konstanten Faktor vom exakten

Erwartungswert entfernt.

4.3 Betrachtung von Resultaten aus Testldufen
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Abbildung 11: Die Anzahl der Pareto-Optima ¢ aus den Experimenten in

Abhingigkeit von n fiir das zweidimensionale Rucksackproblem

Fiir das zweidimensionale Rucksackproblem wurden fiir n = 1...50 jeweils
100 und fiir n = 51...100 jeweils 50 Testldufe durchgefiihrt. Dazu wurde der
verallgemeinerte Nemhauser/Ullmann-Algorithmus aus Abschnitt 2.2 imple-
mentiert. Als Datenstruktur wurde hierbei ein Red-Black-Tree verwendet.
Der Algorithmus gibt die Anzahl der gefundenen Pareto-Optima aus. Das
Resultat ist in Abbildung 11 zu sehen. Eine Ausgleichskurve legt ein Poly-
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Abbildung 12: Der Quotient aus der praktisch ermittelten Anzahl ¢ der
Pareto-Optima und n* in Abhingigkeit von n fiir das zweidimensionale Ruck-

sackproblem

nom vierten Grades nahe. Daher wurde in Abbildung 12 der Quotient aus
den Ergebnissen des Testlaufs und n* gebildet. Hieran lisst sich gut erken-
nen, dass die Anzahl der pareto-optimalen Lésungen beim zweidimensionalen
Rucksackproblem hochstens mit der vierten Potenz der Anzahl der Elemen-
te wichst, da der Quotient streng monoton fillt. Umfangreichere Tests, die

dieses Ergebnis untermauern, sind in [Bei04] zu finden.

4.4 Vergleich von Theorie und Praxis

Um die theoretischen Ergebnisse der Analyse mit den praktischen Werten aus
den Experimenten zu vergleichen, ist eine Annahme iiber den Zusammenhang
der Anzahl der Pareto-Optima beim Rucksackproblem ¢’ und der Anzahl bei
der abgeschwichten Variante ¢ notwendig. Die Verteilung von ¢’ in Abbildung
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11 scheint, wie im letzten Abschnitt dargestellt, ein Polynom vierten Grades
zu sein. Die Analyse im vereinfachten Modell ergibt eine Abhéngigkeit von
O(log® m). Dies entspricht fiir m = 2" einer quadratischen Abhingigkeit von

n.

Daraus lassen sich nun verschiedene Annahmen iiber den Zusammenhang
von ¢ und ¢’ herleiten. Werden die Ergebnisse aus dem vereinfachten Modell
als der Wahrheit recht nahe liegend bewertet, konnte die Anzahl der pareto-
optimalen Losungen im vereinfachten Modell nur um einen polynomiellen

Faktor von der Anzahl im Rucksackproblem entfernt liegen.

Annahme 4.1 Aus einer Anzahl von q pareto-optimalen Lésungen im ver-
einfachten Rucksackmodell ergeben sich ¢ = qn? Pareto-Optima fiir das

mehrdimensionale Rucksackproblem.

Damit liele sich fiir d Gewichte folgende Schlussfolgerung ziehen.

Folgerung 4.1 Die Anzahl der pareto-optimalen Lésungen im mehrdimen-

sionalen Rucksackproblem mit d Gewichten und einem Profit betragt O(n?).
Eine wesentlich schwichere Annahme iiber den Zusammenhang von ¢ und ¢’
geht davon aus, das die Anzahl pareto-optimaler Losungen beim Rucksack-
problem ein Polynom in der Anzahl der Lésungen des vereinfachten Modells

ist.

Annahme 4.2 Aus einer Anzahl von q pareto-optimalen Lisungen im ver-
einfachten Rucksackmodell ergeben sich ¢ = ¢*> Pareto-Optima fiir das mehr-

dimensionale Rucksackproblem.
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Aus dieser Annahme folgt dann fiir den d-dimensionalen Fall ein anderes

Resultat.

Folgerung 4.2 Die Anzahl der pareto-optimalen Lésungen im mehrdimen-

sionalen Rucksackproblem mit d Gewichten und einem Profit betrigt O(n??).

Fiir den Fall d = 2 sind die beiden Annahmen natiirlich gleichwertig. Um
die stirkere Annahme 4.1 zu untermauern, wiren noch weitere Experimen-
te fiir hoherdimensionale Fille (d > 2) notwendig. Allerdings legen beide
Annahmen nahe, dass die Anzahl der Pareto-Optima im mehrdimensionalen

e(d)

Rucksackproblem in der Grélenordnung n°'% liegt.
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5 Fazit

Auf uniformen verteilten Eingaben ldsst sich vermuten, dass die erwartete
Anzahl pareto-optimaler Lésungen ¢ fiir das mehrdimensionale Rucksackpro-

blem in der GréBenordnung n®(®

liegt. Fiir den zweidimensionalen Fall, bei
dem die Laufzeit des verallgemeinerten Nemhauser/Ullmann-Algorithmus
bei O(nglogq) liegt, ergibt sich somit eine Laufzeit in der Gréfenordnung

n@(d)

. Dabei wurde logq grob mit n abgeschitzt. In héherdimensionalen
Fillen lasst sich leider keine Aussage iiber eine Laufzeit eines nahe liegen-
den Algorithmus machen. Fiir den trivialen Algorithmus aus 2.3 mit einer
Laufzeit von O(ng?) ist es mit Hilfe des Ergebnisses fiir E[q] selbst mit dem

Konzentrationsergebnis nicht moglich, eine Aussage iiber eine effiziente, er-

wartete Laufzeit abzuleiten.

Die Ergebnisse der Analysen sind da schon konkreter. Sie gelten zumin-
dest fiir das vereinfachte Modell fiir beliebig dimensionale Probleme. Die
Experimente fiir d = 2 geben sogar Hinweise auf eine Gréflenordnung von
O(n?) fiir die erwartete Anzahl der Pareto-Optima (siehe Abbildung 11) beim
zweidimensionalen Rucksackproblem. Damit besteht Grund zur Annahme,
die Anzahl der pareto-optimalen Losungen beim mehrdimensionalen Ruck-
sackproblem steht in einem polynomiellen Zusammenhang mit der Anzahl

beim analysierten, vereinfachten Modell.

Fiir andere Zufallsverteilungen lassen sich wahrscheinlich auf dhnlichem
Wege obere Schranken beweisen, wie dies fiir die uniforme Verteilung im
vereinfachten Modell in Kapitel 3 geschehen ist. Eine Betrachtung verschie-
dener Zufallsverteilungen fiir die Eingabe beim eindimensionalen Rucksack-

problems ist in [BV03] bereits gelungen.
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Schwieriger ist wohl eine direkte Ubertragung der Analysen auf das Ruck-
sackproblem, da dort Abhingigkeiten der Rucksécke iiber die eingepack-
ten Elemente auftreten. Diese verkomplizieren eine probabilistische Analyse
sehr. Eine exakte Berechnung des Erwartungswertes ist schon fiir das ab-
geschwiichte Problem kaum méglich (siehe Abschnitt 3.3.1) und auch eine
Approximation fiir die erwartete Anzahl der Pareto-Optima im mehrdimen-

sionalen Rucksackproblem wird schwierig.

Ein anderer Ansatz wire, iiber das in dieser Arbeit gezeigte Ergebnis
einen Erwartungswert fiir das Rucksackproblem abzuleiten, indem ein Zu-
sammenhang zwischen der Anzahl der Pareto-Optima beim Rucksackpro-
blem und der Anzahl bei der abgeschwichten Variante hergestellt und gezeigt
wird. Die dabei entstehenden oberen Schranken fiir das mehrdimensionale
Rucksackproblem wéren allerdings wahrscheinlich nicht sehr genau. Auch
denkbar wére, iiber die in [BV03] bewiesene erwartete Stufenhdhe, die sich
leicht auch fiir das mehrdimensionale Rucksackproblem beweisen lisst, eine
Schlussfolgerung auf die Anzahl der pareto-optimalen Lésungen zu finden.

Dies ist im Verlaufe dieser Arbeit leider nicht gelungen.

Interessant wére auch eine Untersuchung einer Mehrzieloptimierung. Dort
gibe es nicht nur mehrere Gewichte sondern auch mehrere Profite pro Ele-
ment. Vielleicht liele sich zeigen, dass iiber eine Umwandlung der Profite in
zusdtzliche Gewichte, z.B. wg,; = 1 — u;, eine Riickfiihrung auf das mehrdi-

mensionale Rucksackproblem mit einem Profit mdglich ist.

Zuletzt ist vielleicht auch eine allgemeine Betrachtung von Anzahlen von
pareto-optimalen Losungen fiir beliebige Probleme aus der Klasse des Inte-
ger Programmings moglich. Dabei miissten u.U. die betrachteten Probleme

und/oder stochastischen Modelle stark angepasst werden. Ergebnisse dieser
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Art wiren aber erst dann von mehr als nur theoretischem Interesse, wenn
es auch Algorithmen gébe, die fiir beliebige Integer Programme effizient alle
pareto-optimalen Losungen bestimmen. Dies ist bereits fiir das dreidimensio-
nale Rucksackproblem bisher nicht gelungen. Es existieren sogar Probleme,
bei denen pareto-optimale Lésungen auftauchen und fiir die es keinen Algo-
rithmus gibt, der diese auch nur annihernd effizient berechnet. So ist z.B.
fiir das Problem des minimalen Spannbaums mit zwei Gewichten pro Kante
bisher kein Ansatz bekannt, alle pareto-optimalen Losungen effizient bzgl.

ihrer Anzahl zu bestimmen.



Anhang

A Sidtze aus der Analysis und Stochastik

(Chernoff-Schranke) Satz A.1 Seien X, ..., X, unabhingige Variablen
mit Pr[X; = 1] = p; and Pr[X; = 0] = 1 —p;. Seit X = Y"1 | X; und sei
p > E[X]. Dann gilt fir jedes ¢ mit 1 > ¢ > 0,

PﬂXg(l—@-yhgwp(—iﬁ>.

Satz A.2 Sei X eine beliebige Zufallsvariable und f(X) die Dichtefunktion
von X. Sei weiterhinY = g(X) eine Zufallsvariable, die durch eine Funktion

g auf X definiert ist. Dann gilt fiir den Erwartungswert von Y,

o0

E[Y] = / o(2) - f(@) da.

—00

Folgerung A.1 Sei X eine uniform auf dem Intervall [0;1] verteilte Zu-
fallsvariable. Sei weiterhin Y = g(X) eine Zufallsvariable, die durch eine

Funktion g auf X definiert ist. Dann gilt fiir den Erwartungswert von 'Y,

1

mm:/ﬂwm.

0
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