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2.1.3 Spiele mit vollständiger Information . . . . . . . . . . 15
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Kapitel 1

Einleitung

In der Ökonomie, der Informatik und zahlreichen anderen Anwendungs-
gebieten finden sich zahlreiche Szenarien, in denen verschiedene Personen
oder Agenten strategisch handeln und dabei interagieren. Mit strategisch
meinen wir dabei, dass diese Agenten darauf bedacht sind, ihren eigenen
Nutzen zu optimieren. Mit Interaktion meinen wir vor allem, dass das Han-
deln der Agenten ihren jeweiligen Nutzen wechselseitig beeinflusst. Solche
Szenarien modellieren wir im folgenden als Spiele. Auch hier wählt jeder
Spieler eine Strategie und erhält abhängig von der Wahl seiner Strategie
und der Wahl seiner Gegner eine gewisse Auszahlung. Zusätzlich kann die-
se Auszahlung auch vom Zufall abhängen.

Formal können wir solche Spiele auf verschiedene Arten darstellen.
Das Spiel Papier-Schere-Stein können wir beispielsweise durch eine 3× 3-
Matrix beschreiben, in deren Einträgen jeweils die Auszahlung der Spie-
ler stehen: 1 für Gewinn, 0 für unentschieden und −1 für Niederlage. Für
Spiele wie Tic-Tac-Toe, bei denen Spieler nacheinander ziehen, bietet sich
eine Darstellung als Baum an. An jedem Knoten steht eine Konfiguration
des Spielfelds sowie eine Markierung, welcher Spieler an der Reihe ist. Die
Kinder dieses Knotens sind dann mögliche Nachfolgekonfigurationen. Für
Spiele wie Schach wird dieser Baum natürlich sehr groß, aber er bleibt end-
lich. Spiele lassen sich auch auf ganz andere Art darstellen, beispielsweise
gibt es Spiele in Netzwerken, bei denen eine Strategie der Auswahl eines
Pfades entspricht.

Wir sind interessiert an Lösungskonzepten für Spiele, um Voraussagen
über das Verhalten der Spieler zu machen. Daher müssen wir gewisse An-
nahmen, z.B. über die Rationalität oder Berechnungskraft der Spieler ma-
chen. Ein mögliches Lösungskonzept für viele strategische Spiele ist bei-
spielsweise eine Gewinnstrategie für einen der Spieler. Wir werden jedoch
sehen, dass nicht alle Spiele Gewinnstrategien zulassen und lernen andere
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1. Einleitung

Lösungskonzepte für solche Spiele kennen. Eine aus algorithmischer Sicht
interessante Frage ist dabei die nach der Berechnung solcher Lösungskon-
zepte. Wir werden sehen, dass dies je nach Klasse und Repräsentation von
Spielen unterschiedlich schwierig sein kann.

1.1 Notation

Wir betrachten Spiele, an denen zwei Personen beteiligt sind. Beide Spieler
haben eine Menge von Strategien oder Aktionen, aus denen sie eine auswählen
können. Wir bezeichnen die Menge der Strategien von Spieler 1 mit [m] =
{1, . . . , m} und die Strategien von Spieler 2 mit [n] = {1, . . . , n}. Der Aus-
gang des Spiels hängt ab von den beiden ausgewählten Strategien i ∈ [m]
und j ∈ [n] und wird beschrieben durch zwei m × n-Auszahlungsmatrizen
A = (aij)i∈[m],j∈[n] und B = (bij)i∈[m],j∈[n]. Diese Matrizen interpretieren wir
wie folgt: ”Wählt Spieler 1 Strategie i ∈ [n] und Spieler 2 Strategie j ∈ [m],
erhält Spieler 1 die Auszahlung aij und Spieler 2 die Auszahlung bij.“. Ei-
ne Auswahl von Strategien für Spieler 1 und 2 schreiben wir als Paar (i, j).
Beide Spieler möchten ihre jeweilige Auszahlung maximieren. Wir erlau-
ben den Spielern auch, eine Strategie randomisiert zu wählen, wir sprechen
dann von einer gemischten Strategie. Die Menge der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen über [d] ist der Simplex

∆d = {x ∈ Rd
≥0 | ∑

i∈[d]
xi = 1} .

Wir werden später sehen, dass diese Randomisierung sinnvoll sein kann.
Seien x ∈ ∆m und y ∈ ∆n gemischte Strategien der beiden Spieler. Da-
bei bezeichnet xi (bzw. yj) die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 (Spieler 2)
die reine Strategie i (Strategie j) spielt. Die Auszahlungen der Spieler ver-
allgemeinern sich dann auf natürliche Art durch die Bildung des Erwar-
tungswerts. Bei einer fest gewählten gemischten Strategie y von Spieler 2
ist die i-te Komponente des Vektors Ay die erwartete Auszahlung, wenn
Spieler 1 die reine Strategie i spielt und der Skalar x>Ay ist die erwartete
Auszahlung für Spieler 1 bei fest gewählten gemischten Strategien x und
y. Durch Einsetzen der Matrix B statt A erhalten wir entsprechend die er-
wartete Auszahlung von Spieler 2. Mit dem Einheitsvektor ei bezeichnen
wir die gemischte Strategie, die die reine Strategie i mit Wahrscheinlichkeit
1 wählt. Die Dimension von ei ergibt sich aus dem Zusammenhang.

Der Support einer gemischten Strategie x ist die Menge der reinen Stra-
tegien, die mit positiver Wahrscheinlichkeit benutzt werden, d. h., Supp(x) =
{i | xi > 0}. Weiterhin definieren wir ∆n(S) = {x ∈ ∆n | Supp(x) = S}.

Anmerkung: Zweipersonenspiele lassen sich auf offensichtliche Art und
Weise auf Mehrpersonenspiele verallgemeinern. Dann ist die Auszahlung
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1.2 Dominanz und Rationalisierbarkeit

allerdings nicht mehr als Matrix darstellbar, sondern für jeden Spieler i ei-
ne Funktion ui, die einen Strategievektor (eine Komponente pro Spieler)
auf die Auszahlung von Spieler i abbildet. Wir verzichten jedoch hier auf
eine formale Definition, da sich die technisch anspruchsvolleren Teile die-
ses Kapitels ohnehin nur auf Zweipersonenspiele beziehen, in denen die
Darstellung als Matrix geeigneter ist.

Wie sollten sich die beiden Spieler nun verhalten? Wir werden in den
folgenden Kapiteln verschiedene Antworten für verschiedene Klassen von
Spielen auf diese Frage finden.

1.2 Dominanz und Rationalisierbarkeit

Betrachten wir zunächst beispielhaft ein Spiel, das berühmte Gefangenen-
dilemma. Zwei Ganoven werden verhaftet, jedoch können ihnen lediglich
kleinere Straftaten nachgewiesen werden. Für diese Straftaten drohen den
beiden ”nur“ je ein Jahr Haft. Es gibt jedoch eine Kronzeugenregelung, bei
denen einer den anderen verpfeifen kann, worauf der eine frei kommt und
der andere für zehn Jahre hinter Gitter wandert. Verraten sich beide gegen-
seitig, wird diese Regelung nicht angewendet und beide werden wegen der
schlimmeren Straftat verurteilt, jedoch aufgrund des Geständnisses nicht
zu zehn, sondern nur zu fünf Jahren.

Aus Gründen der Übersicht stellen wir die beiden Auszahlungsmatri-
zen in einer Matrix dar, deren Eintrag i, j das Paar (aij, bij) ist. Zeile und
Spalte 1 ist die Strategie ”schweigen“ und Zeile und Spalte 2 ist die Strate-
gie ”verraten“: [

(−1,−1) (−10, 0)
(0,−10) (−5,−5)

]
.

Wir sehen hier, dass aus der Sicht jedes Ganoven die Strategie ”verraten“
immer besser ist als die Strategie ”kooperieren“. Verrät der andere eben-
falls, geht man nur für fünf statt für zehn Jahre ins Gefängnis, verrät der an-
dere nicht, geht man gar nicht ins Gefängnis statt ein Jahr. Wir sagen daher,
dass die Strategie ”kooperieren“ dominiert ist, während die Strategie ”ver-
raten“ dominant ist. Wir können diese Strategien aus dem Spiel entfernen
und so die Matrix verkleinern, ohne das Spiel substantiell zu verändern.
Dadurch entsteht ein kleineres Spiel, das möglicherweise wieder dominier-
te Strategien enthält, die entfernt werden können. Solche Strategien heißen
dann iterativ dominiert und können ebenfalls entfernt werden. In unserem
kleinen Beispiel reicht bereits ein Schritt aus, um das Spiel zu lösen. Formal
definieren wir iterativ dominierte Strategien wie folgt.

7



1. Einleitung

Definition 1 (Iterative Dominanz). Sei S0
1 = [n] und S0

2 = [m] und für k ≥ 1

Sk
1 = {i ∈ Sk−1

1 | ¬∃x ∈ ∆n(Sk−1
1 ) : x>Aej > aij ∀j ∈ Sk−1

2 }

und analog Sk
2 für Spieler 2. Schließlich definieren wir die Menge der nicht iterativ

dominierten Strategien als S∞
i =

⋂∞
k=0 Sk

i für i ∈ {1, 2}.

Um die Menge der Strategien, die rationale Spieler spielen würden, zu
bestimmen, können wir auch einen anderen Ansatz wählen. Eine Strate-
gie wird nur dann gespielt, wenn sie unter irgendeiner Annahme über das
Verhalten des Gegners eine beste Antwort darstellt.

Definition 2 (Beste Antwort). Eine gemischte Strategie x ∈ ∆m für Spieler 1
heißt beste Antwort auf die gemischte Strategie y ∈ ∆n, wenn für alle Strategien
x′ ∈ ∆m gilt

x′>Ay ≤ x>Ay.

Eine analoge Definition gilt für eine Strategie y von Spieler 2. Die Menge der
besten Antworten auf die Strategie y bezeichnen wir mit β(y).

Wir können annehmen, dass ein rationaler Spieler nur beste Antwor-
ten auf mögliche Strategien des Gegners spielt, was seinen Strategieraum
einschränkt. Unter dieser Annahme wiederum wird der Gegner nur beste
Antworten auf diesen eingeschränkten Strategieraum auswählen. Diesen
Prozess können wir wieder iterieren. Sei conv(X) die konvexe Hülle von
X.

Definition 3 (Rationalisierbare Strategien). Sei R0
1 = ∆n und R0

2 = ∆m und
für k ≥ 1

Rk
1 = {x ∈ Rk−1

1 | ∃y ∈ conv(Rk−1
2 ) : x>Ay ≥ x′>Ay ∀x′ ∈ Rk−1

1 }

und analog Rk−1
2 . Schließlich sei die Menge der rationalisierbaren Strategien für

Spieler i ∈ {1, 2} definiert als Ri =
⋂∞

k=0 Rk
i .

Wir können zeigen, dass für Zwei-Personen-Spiele die beiden obigen
Konzepte zusammenfallen:

Theorem 1. Für Zweipersonenspiele sind die Mengen der nicht iterativ domi-
nierten Strategien und die Menge der rationalisierbaren Strategien identisch.

Beweis. Seien Sk
i und Rk

i definiert wie in den Definition 1 und 3. Wir zeigen
per Induktion, dass ∆(Sk

i ) = Rk
i . Der Induktionsanfang gilt offensichtlich.

Außerdem kann eine beste Antwort nicht strikt dominiert sein, da die do-
minierende Strategie eine bessere Antwort wäre. Somit ist Rk+1

i ⊆ ∆(Sk+1
i )

für i ∈ {1, 2}.
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1.2 Dominanz und Rationalisierbarkeit

Wir müssen also noch zeigen: Rk+1
i ⊇ Sk+1

i . Für den Induktionsschritt
betrachten wir o. B. d. A. Sk+1

1 und Rk+1
1 . Ein analoges Argument gilt für

Sk+1
2 und Rk+1

2 . Jede Strategie in Sk+1
1 ist undominiert in conv(Sk+1

1 ) gegen
Strategien aus Sk

2, da sie sonst gelöscht worden wäre. Nun betrachte die
Auszahlungen an Spieler 1 einer Strategie x ∈ ∆(Sk

1) gegen mögliche reine
Strategien von Spieler 2 als Vektor

u(x) = (x>Aej)j∈Sk
2

.

Die Menge solcher Vektoren U = {u(x) | x ∈ ∆(Sk
1)} ist konvex und Sk+1

1
enthält gerade die i so dass u(ei) in dieser Menge undominiert ist. Sei nun
ei ∈ Sk+1

1 . Betrachte eine Hyperebene, die U an u(ei) tangiert und eine
Normale y mit |y| = 1 zu dieser Ebene. Offensichtlich bildet für jedes x ∈
∆(Sk

1) der Vektor u(ei) − u(x) einen spitzen Winkel mit dieser Normalen
(sonst läge ja u(x) außerhalb der Hyperebene und somit außerhalb von U).
Folglich gilt

(u(ei)− u(x)) · y ≥ 0 .

Nach Definition von u(·) bedeutet dies jedoch, dass ei
>Ay ≥ x>Ay, und

somit ei in Rk
1 eine beste Antwort auf y ist. Außerdem ist y ∈ Rk

2 (da nach
Induktionsvoraussetzung gilt Rk

2 = ∆(Sk
2)). Somit ist ei ∈ Rk+1

1 und daher
∆(Sk+1

1 ) ⊆ Rk+1
1 . Dasselbe Argument gilt für Spieler 2.
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Kapitel 2

Existenz und Berechnung von
Gleichgewichten

2.1 Zweipersonen-Nullsummenspiele

In diesem Kapitel betrachten wir zunächst eine eingeschränkte Klasse von
Spielen, nämliche solche, bei denen keine Zahlung in das Spiel hinein oder
aus dem Spiel hinaus fließt. Formal fordern wir, dass für die Auszahlungs-
matritzen gilt B = −A. Wählt Spieler 1 nun Strategie i und Spieler 2 Stra-
tegie j, muss Spieler 2 an Spieler 1 den Betrag aij zahlen. Wir nennen diese
Art von Spielen daher Nullsummenspiele. Spieler 1 möchte diesen Wert
also maximieren, Spieler 2 möchte den Wert minimieren. Entsprechend be-
zeichnen wir die beiden Spieler auch als Maximierungsspieler und Minimie-
rungsspieler. Da Spieler 1 mit der Auswahl seiner Strategie eine Zeile der
Matrix auswählt, bezeichnen wir diesen auch als Zeilenspieler und Spieler 2
entsprechend als Spaltenspieler.

Betrachten wir das folgende Spiel: 2 5 7
4 7 6
3 10 12

 .

Spieler 1 könnte hier verführt sein, Zeile 3 der Matrix auszuwählen, da
diese die größten Auszahlungen ermöglicht. Dies bringt ihm jedoch kei-
nen Vorteil, da der Spaltenspieler dann Spalte 1 auswählen würde und die
Auszahlung an Spieler 1 wäre nur 3.

Offenbar ist hier nur das Strategienpaar (2, 1) optimal für beide Spie-
ler, da sich dann kein Spieler durch Änderung seiner Strategie verbessern
kann. Der Eintrag a2,1 ist ein Sattelpunkt der Matrix. Er ist gleichzeitig das
Minimum seiner Zeile und das Maximum seiner Spalte. Durch Auswahl
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

von Zeile 2 kann sich der Maximierungsspieler eine Auszahlung von 4 si-
chern während der Minimierungsspieler durch Auswahl von Spalte 1 die
Auszahlung auf 4 begrenzen kann. In diesem Fall können wir die Matrix
also auf einfache Weise durchsuchen und erhalten mit dem Sattelpunkt
ein einfaches Lösungskonzept für Zweipersonen-Nullsummenspiele (un-
ter der Voraussetzung, dass Spieler 2 überhaupt bereit ist, an dem Spiel
teilzunehmen).

Was aber, wenn es einen solchen Sattelpunkt nicht gibt? Betrachten wir
das Kinderspiel Papier-Schere-Stein, das durch folgende Matrix beschrie-
ben werden kann:  0 1 −1

−1 0 1
1 −1 0

 .

Es ist leicht zu erkennen, dass diese Matrix keinen Sattelpunkt besitzt. Für
jede Strategie, die Spieler 1 wählt, gibt es eine eindeutige optimale Strategie
für Spieler 2, eine so genannte beste Antwort. Hierauf kann wiederum Spie-
ler 1 eine beste Antwort wählen, die eine andere als seine ursprüngliche
Strategie ist. Dies kann immer weiter fortgesetzt werden. Das Lösungskon-
zept des Sattelpunkts ist also nicht für alle Zweipsersonen-Nullsummenspiele
geeignet.

Was wäre stattdessen ein natürliches Verhalten für das obige Spiel? Of-
fenbar gibt es kein sinnvolles Verhalten, wenn die Spieler zur Wahl ei-
ner festen Strategie gezwungen sind. Stattdessen sollten wir ihnen erlau-
ben, ihre Strategien randomisiert zu wählen. Betrachten wir die Strategien
x = ( 1

3 , 1
3 , 1

3 ) und y = ( 1
3 , 1

3 , 1
3 ). Es ist leicht zu überprüfen, dass hier für

die erwartete Auszahlung gilt x>Ay = 0. Es ist ebenfalls leicht zu sehen,
dass eine Abweichung eines der Spieler von seiner Strategie dem anderen
Spieler eine Verbesserung ermöglicht. Damit haben wir dieses sehr einfa-
che Spiel mit gemischten Strategien gelöst.

Als Lösungskonzept für Nullsummenspiele definieren wir also ein Paar
von einer Maximin- und einer Minimax-Strategie entsprechend der folgen-
den Definition.

Definition 4 (Maximin- / Minimax-Strategie). Eine Strategie x∗ ∈ ∆m bzw.
y∗ ∈ ∆n heißt Maximin-Strategie bzw. Minimax-Strategie, wenn

x∗ ∈ arg max
x∈∆m

min
j∈[n]

(A>x)j

bzw.
y∗ ∈ arg min

y∈∆n
max
i∈[m]

(Ay)i.

Ein Paar von Maximin- und Minimax-Strategien bezeichnen wir als Minimax-
Gleichgewicht.
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2.1 Zweipersonen-Nullsummenspiele

Im folgenden Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Berechnung sol-
cher Strategien.

2.1.1 Normalform

Betrachte ein Zweipersonen-Nullsummenspiel gegeben durch die m × n-
Auszahlungsmatrix A = (aij). Diese Darstellung bezeichnen wir als Nor-
malform. Dabei ist die Auszahlung von Spieler 2 gegeben durch −A. Wie
können wir nun ein Paar von Maximin- und Minimax-Strategien berech-
nen?

Offenbar ändert die Addition einer Konstanten zu jedem Eintrag in A
nicht die Gleichgewichtspunkte des Spiels. Wir können daher o. B. d. A. da-
von ausgehen, dass alle Einträge in der Matrix positiv sind.

Betrachten wir zunächst das Spiel aus der Sicht des Maximierungsspie-
lers. Dieser möchte unabhängig von der Strategie des Gegenspielers seine
garantierte Auszahlung, die wir mit v bezeichnen, maximieren. Er sucht al-
so eine gemischte Strategie x, so dass für jede (reine) gegnerische Strate-
gie i ∈ [n] für die eigene Auszahlung gilt, (x>A)i ≥ v, und zwar für ein
möglichst großes v. Formal lautet also das Ziel von Spieler 1:

max
x∈∆m,v∈R

v

u. d. N. ∀i ∈ [n] : (x>A)i ≥ v

Die Bedingung x ∈ ∆m ist gleichbedeutend mit ∑i∈[m] xi = 1. Diese Bedin-
gung müssen wir durch zwei Ungleichungen darstellen. Da die Einträge
der Auszahlungsmatrix jedoch alle positiv sind, ist die Auszahlung für den
Maximierungsspieler monoton in xi für alle i ∈ [m]. Dadurch können wir
uns die Bedingung ∑i∈[m] xi ≥ 1 sparen. Kehren wir noch Ungleichheits-
zeichen in den Garantiebedingungen durch Multiplikation mit −1 um, er-
halten wir ein lineares Programm in Standardform (mit impliziten Nicht-
negativitätsbedingungen):

max (0, . . . , 0, 1) · (x1, . . . , xm, v)>

u. d. N.


1

−A>
...
1

1 . . . 1 0

 ·


x1
...

xm

v

 ≤


0
...
0
1


Betrachten wir das Problem aus der Perspektive des Minimierungsspielers,

13



2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

erhalten wir entsprechend das folgende lineare Programm:

min (0, . . . , 0, 1) · (y1, . . . , yn, w)>

u. d. N.


1

−A
...
1

1 . . . 1 0

 ·


y1
...

yn

w

 ≥


0
...
0
1


Wir sehen, dass die beiden Programme dual sind und somit den gleichen
Lösungswert haben. Diesen bezeichnen wir als Wert des Nullsummenspiels.
Wir haben damit das folgende Theorem gezeigt.

Theorem 2 (Minimax Theorem). Für jedes Nullsummenspiel mit Auszahlungs-
matrix A gilt

max
x∈∆m

min
y∈∆n

x>Ay = min
y∈∆n

max
x∈∆m

x>Ay

und
max
x∈∆m

min
j∈[n]

x>Aej = min
y∈∆n

max
i∈[n]

ei
>Ay.

2.1.2 Extensive Form

Es ist nun eine berechtigte Frage, inwieweit im Falle von echten Spielen ei-
ne Modellierung durch Matrizen geeignet ist. Wie sehen solche Strategien
für typische Spiele wie Schach, Go, Vier Gewinnt oder Mühle aus? Hier bie-
tet sich eine andere Darstellung an. Bei diesen Spielen machen die Spieler
abwechselnd Züge und wählen nicht nur eine Strategie aus. Wir können
solche Spiele in der so genannten extensiven Form darstellen.

Wir modellieren das Spiel als Baum. Jeder Knoten ist mit einem Spieler
beschriftet, der in dieser Phase des Spiels am Zug ist, und die ausgehenden
Kanten jedes Knotens entsprechen den Strategien, die der Spieler in dieser
Situation wählen kann. Die Knoten, an denen Spieler i an der Reihe ist,
bezeichnen wir mit Vi. Das Spiel endet an den Blättern des Baumes, die
wiederum mit der jeweiligen Auszahlung, die Spieler 2 an Spieler 1 zahlt,
beschriftet sind. Die Auszahlung an Blatt w bezeichnen wir mit aw.

Wir möchten auch Spiele modellieren können, bei denen die Spieler ver-
deckte Züge machen oder gleichzeitig handeln (z. B. die Aufstellungsrun-
de beim Schiffe Versenken). Dazu partitionieren wir die Knotenmenge Vi
in Informationsmengen Vi,j, die jeweils (einen oder mehrere) Knoten eines
Spielers enthalten, die dieser Spieler nicht unterscheiden kann. Der Spie-
ler muss sich daher an allen Knoten einer Informationsmenge gleich ver-
halten, insbesondere haben alle Knoten einer Informationsmenge gleichen
Ausgrad. Die ausgehenden Kanten aller Knoten werden zu diesem Zweck
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2.1 Zweipersonen-Nullsummenspiele

numeriert. Eine Strategie von Spieler i ist dann eine Funktion, die jeder
Informationsmenge Vi,j (und damit jedem Knoten in dieser Informations-
menge) eine der ausgehenden Kanten zuordnet. Ein Paar von Strategien
der beiden Spieler definiert so einen eindeutigen Pfad von der Wurzel zu
einem Blatt, an dem wir die Auszahlung für Spieler 1 finden.

Das Konzept der gemischten Strategien überträgt sich in die extensive
Form, indem jeder Informationsmenge eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf den ausgehenden Kanten zugeordnet wird.

Äquivalenz der Darstellungen. Ein Spiel in Normalform mit Auszah-
lungsmatrix A kann in die extensive Form umgewandelt werden, indem
der Wurzelknoten mit dem Zeilenspieler beschriftet wird. Von diesem Kno-
ten geht für jede Zeile in A eine Kante aus. Die Knoten der nächsten Ebe-
ne werden mit dem Spaltenspieler beschriftet und bilden eine Informati-
onsmenge, da der Spaltenspieler nicht erfährt, welche Zeile sein Gegner
gewählt hat. Jeder dieser Knoten enthält dann je eine ausgehende Kan-
te für jede Spalte von A. Aus einer m × n-Matrix wird so ein Baum mit
1 + m + m n Knoten.

Umgekehrt kann jedes Spiel in extensiver Form in ein Spiel in Matrix-
form umgewandelt werden, indem alle Strategien enumeriert werden und
der Matrixeintrag aij auf aw gesetzt wird, wobei w das Blatt ist, dass durch
die Strategien i und j erreicht wird. Da die Strategien in extensiver Form
auf den Informationsmengen definierte Funktionen sind, kann ihre Anzahl
exponentiell groß sein. Spiele in Normalform sind also in der Regel expo-
nentiell größer als Spiele in extensiver Form.

Abschließend sei bemerkt, dass natürlich die Regeln von Spielen wie
Schach und Go noch wesentlich kompakter als in der extensiven Form re-
präsentiert werden können. Außerdem können zufällige Züge (z. B. das
Geben der Karten) durch einen zusätzlichen Spieler modelliert werden, der
die Knotenmenge V0 kontrolliert. Dessen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
werden dann im Folgenden als fix angesehen.

2.1.3 Spiele mit vollständiger Information

Betrachten wir zunächst Spiele mit vollständiger Information, das heißt sol-
che Spiele, bei denen alle Informationsmengen nur einen einzigen Knoten
enthalten. In diese Klasse fallen die meisten Strategiespiele wie Schach, Go,
Vier Gewinnt etc.

Theorem 3. Jedes endliche Spiel mit vollständiger Information besitzt ein Minimax-
Gleichgewicht in reinen Strategien.
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

Beweis. Hat der Spielbaum die Tiefe 1, gilt die Aussage offensichtlich. Be-
trachten wir einen Spielbaum der Tiefe d ≥ 2. Alle Teilspiele haben nach
Induktionsvoraussetzung ein Gleichgewicht in reinen Strategien, da die
zugehörigen Teilbäume eine Höhe von höchstens d− 1 haben. Außerdem
sind die entsprechenden Teilspiele wieder Nullsummenspiele, denen ein
Wert zugeordnet werden kann. Sei o. B. d. A. der Spieler an der Wurzel der
Maximierungsspieler. Für diesen Spieler ist es eine reine Maximin-Strategie,
an der Wurzel einen Nachfolgeknoten auszuwählen, für den der Wert des
entsprechenden Teilspiels maximal ist.

Ebenso gilt die Umkehrung dieses Theorems: Jedes Normalformspiel,
das ein Gleichgewicht in reinen Strategien besitzt, läßt sich in ein Spiel
mit vollständiger Information in extensiver Form umwandeln. Es kann die
oben angegebene Konstruktion eines Baums der Höhe 2 verwendet wer-
den, wobei die Informationsmenge, die alle Knoten der Ebene 2 enthält,
nicht benötigt wird. Jeder Knoten erhält stattdessen eine eigene Informati-
onsmenge. Wir hatten gesehen, dass das Gleichgewicht einem Sattelpunkt
der Matrix entspricht. Daher hat der Zeilenspieler keinen Nachteil, wenn
der Spaltenspieler die von ihm gewählte Zeile kennt und die Spieler können
ihre Strategien nacheinander wählen.

2.1.4 Spiele mit unvollständiger Information

Wir betrachten nun die Frage, ob und wie wir Spiele in extensiver Form
und mit möglicherweise unvollständiger Information effizient lösen können.
Wir kennen bereits einen naiven Algorithmus für dieses Problem: Wir können
das Spiel in Normalform konvertieren und das bekannte zugehörige linea-
re Programm lösen. Dies kann jedoch einen exponentiellen Blow-Up be-
deuten. Wir suchen daher nach einer alternativen Lösung.

Wir beschreiben im folgenden den Algorithmus von Koller, Megiddo
und von Stengel [3]. Der Spielbaum sei beschrieben durch den Graphen
G = (V1 ∪V2, E1 ∪ E2) mit Ei = {(v, w) |v ∈ Vi}. Es wird sich zunächst als
hilfreich erweisen, Strategien in einer anderen Form, nämlich in sequenti-
eller Form darzustellen. Betrachte eine gemischte Strategie x von Spieler 1.
Diese sei dargestellt durch die Beschriftung aller Kanten, die von Knoten in
V1 ausgehen, mit Wahrscheinlichkeiten, d. h. x = (xe)e∈E1 . (Dabei müssen
Knoten, die Spieler 1 gehören, die aber nicht erreicht werden, da Spieler 1
eine Kante auf dem Weg zwischen Wurzel und diesem Knoten den Wert
0 zuweist, nicht beschriftet werden.) Statt den Kanten beschriften wir nun
die Knoten selbst. Knoten v erhält den Wert rv. Dabei ist rv das Produkt
aller Wahrscheinlichkeiten auf dem Weg zwischen Wurzel und v, die an
Kanten in E1 stehen. Sei P(v) die Menge der Kanten auf dem eindeutigen
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2.1 Zweipersonen-Nullsummenspiele

Pfad zwischen Wurzel und Knoten v. Dann ist

rv = ∏
e∈P(v)∩E1

xe.

Wir nennen die rv Realisierungsgewichte. Aus den rv können wir die Wahr-
scheinlichkeit einer Kante e = (v, v′) zurückrechnen, indem wir den Quo-
tienten rv′/rv bilden.

Fassen wir für v ∈ V die rv in einem Vektor r ∈ R|V| zusammen, können
wir die Bedingung ”r ist ein Vektor von Realisierungsgewichten“ wie folgt als
lineares Gleichungssystem formulieren. Zunächst stellen wir fest, dass für
einen Knoten v und einen Nachkommen v′ auf deren Verbindungspfad
keine durch Spieler 1 kontrollierte Kante liegt, gilt rv = rv′ . Solche Varia-
blen ersetzen wir sinnvollerweise durch einen Repräsentanten. Wir behal-
ten hier beide, um die Notation einfach zu halten. Für einen Knoten v, der
durch Spieler 1 kontrolliert wird und dessen Kinder w1, . . . , wk muss gelten

∑
l∈[k]

rwl = rv.

Außerdem muss für die jeweils ”höchsten“ Knoten v eines Spielers gelten
rv = 1. Für jede Informationsmenge V1,j, alle Knoten v, w ∈ V1,j und al-
le i muss gelten rvi = rwi , wobei vi bzw. wi das i-te Kind von v bzw. w
sind. Diese Bedingungen können wir durch |V1,j− 1| viele Gleichungen be-
schreiben. Insgesamt erhalten wir also höchstens polynomiell viele lineare
Gleichungen, die wir als Er ≤ e formulieren. Außerdem benötigen wir die
entsprechenden Nichtnegativitätsbedingungen.

Wir definieren analog einen Vektor von Realisierungsgewichten für Spie-
ler 2, den wir mit s bezeichnen. Die entsprechenden Nebenbedingungen
seien durch Fs ≥ f gegeben.

Nehmen wir zunächst an, die Strategie von Spieler 2 läge fest und sei
gegeben durch den Vektor von Realisierungsgewichten s. Dann erhalten
wir die erwartete Auszahlung von Spieler 1 als Summe über die Auszah-
lung aller Blätter multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass dieses Blatt
erreicht wird, also

∑
v ist Blatt

rv · sv · av.

Für eine geeignete Matrix A können wir die erwartete Auszahlung von
Spieler 1 als r>As schreiben. Wir erhalten insgesamt für eine feste gemisch-
te Strategie des Gegners s das lineare Programm

max
r

r>(As)

u. d. N. Er ≤ e
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

Alternativ kann Spieler 1 auch das duale Programm lösen:

min
u

u>e

u. d. N. E>u ≥ (As).

Dies ist der erwartete Gewinn, den Spieler 1 realisieren kann, wenn Spieler
2 die Strategie s spielt. Dies möchte Spieler 2 minimieren:

min
s,u

u>e (2.1)

u. d. N. E>u ≥ (As)
Fs ≥ f

Durch eine analoge Argumentation erhalten wir das lineare Programm für
Spieler 1.

max
r,u′

u′>f (2.2)

u. d. N. F>u′ ≤ (A>r)
Er ≤ e

Die beiden Programme (2.1) und (2.2) sind dual. Wir haben das Minimax-
Theorem für Spiele mit unvollständiger Information in extensiver Form
neu bewiesen und haben Gleichzeitig einen Algorithmus zur Berechnung
von Gleichgewichten in diesen Spielen, der ohne einen exponentiellen Blow-
Up auskommt.

2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

Wir kommen nun zurück zum allgemeinen Fall, in dem die Auszahlungs-
matritzen der beiden Spieler A und B unabhängig voneinander sind.

2.2.1 Nash-Gleichgewichte

Wir haben bereits die Lösungskonzepte der rationalisierbaren Strategien
bzw. der nicht iterativ dominiterten Strategien kennengelernt. Diese führen
allerdings für die wenigsten Spiele zu einer eindeutigen Lösung des Spiels.
Im Allgemeinen müssen sie noch nicht einmal den Strategieraum über-
haupt einschränken.

Welches Lösungskonzept wählen wir also für allgemeine Zweiperso-
nenspiele? Betrachten wir zunächst noch einmal das Minimax-Prinzip. Zunächst
stellen wir fest, dass Spieler 1 durch Anwendung des Minimax-Prinzips,
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2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

d. h. Wahl einer Zeile i mit i ∈ arg maxi∈[m] minj∈[n](aij) tatsächlich den ent-
sprechenden Gewinn sichern kann. Ist Zeile i so gewählt, kann Spieler 2
den Gewinn von Spieler 1 auf nicht weniger als minj∈[n] aij drücken. Dies
ist für Spieler 1 jedoch zu pessimistisch, da Spieler 2 ja nicht den Gewinn
von Spieler 1 minimieren will, sondern seinen eigenen Gewinn maximie-
ren.

Einige allgemeine Zweipersonenspiele lassen sich jedoch nach einem
ähnlichen Prinzip lösen wie Nullsummenspiele mit Sattelpunkt. Ein Sat-
telpunkt entspricht bei zwei Auszahlungsmatrizen A und B einem Zeilen-
und Spaltenpaar (i, j), bei dem Eintrag aij maximum seiner Spalte und bij
Maximum seiner Zeile ist, d. h. bei fester Spalte j präferiert der Zeilenspie-
ler die Zeile i und bei fester Zeile i präferiert der Spaltenspieler Spalte j.

Bei Nullsummenspielen überzeugt man sich leicht, dass es nur einen
Sattelpunkt geben kann, wenn die Maxima der Spalten und Minima der
Zeilen eindeutig bestimmt sind. Sind Maxima und Minima nicht eindeu-
tig bestimmt, haben die Sattelpunkte zumindest gleichen Wert. Bei unserer
Analogie für allgemeine Zweipersonenspiele ist das nicht der Fall. Betrach-
te das folgende Spiel: [

(3, 4) (5, 3)
(2, 5) (7, 6)

]
.

Hier sind die beiden Strategienpaare (1, 1) und (2, 2) Gleichgewichte. In
Spalte 1 bevorzugt der Zeilenspieler Zeile 1 (da 3 > 2), und in Zeile 1 be-
vorzugt der Spaltenspieler Spalte 1 (da 4 > 3). In Spalte 2 bevorzugt der
Zeilenspieler Zeile 2 (da 7 > 5), und in Zeile 2 bevorzugt der Spaltenspieler
Spalte 2 (da 6 > 5). Das Spiel hat also zwei Gleichgewichte, von denen ei-
nes für beide Spieler höhere Auszahlungen bietet. Die Spieler könnten sich
daher absprechen und auf die Strategie (2, 2) einigen.

Das folgende Spiel hat ebenfalls zwei Gleichgewichte, die sich jedoch
für die beiden Spieler erheblich in der Auszahlung unterscheiden:[

(1000, 1) (0, 0)
(0, 0) (1, 1000)

]
.

Die bisher betrachteten Spiele hatten alle Gleichgewichte in reinen Stra-
tegien. Da wir uns aber in diesem Kapitel mit einer Verallgemeinerung von
Nullsummenspielen beschäftigen, ist auch hier klar, das solche Gleichge-
wichte nicht existieren müssen. Wir betrachten daher ein Lösungskonzept
für allgemeine Spiele, das auch für gemischte Strategien anwendbar ist.

Wir definieren den Begriff des Nash-Gleichgewichts hier über beste Ant-
worten. Wählt Spieler i eine solche beste Antwort, führt dies vielleicht da-
zu, dass der andere Spieler seine Strategie wechseln möchte. Ein gemisch-
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

tes Strategieprofil ist also nur dann stabil, wenn sich kein Spieler verbessern
kann.

Definition 5 (Nash-Gleichgewicht). Ein Paar von gemischten Strategien (x, y) ∈
∆m × ∆n heißt Nash-Gleichgewicht, wenn x eine beste Antwort auf y ist und y
eine beste Antwort auf x ist.

In einem Nash-Gleichgewicht hat also kein Spieler einen Anreiz, einsei-
tig seine Strategie zu verändern, da keine andere Strategie für ihn zu einer
Verbesserung führen kann.

Diese Definition erfordert einige Annahmen über die Spieler. Zunächst
nehmen wir an, dass alle Spieler das Spiel, insbesondere die Auszahlungs-
funktion kennen. Außerdem nehmen wir an, dass alle Spieler ihre eigene
Auszahlung maximieren wollen ohne dabei Allianzen mit anderen Spie-
lern zu bilden. Insbesondere sind Seitenzahlungen zwischen den Spielern,
die deren Auszahlung verändern, verboten. Schließlich nehmen wir an,
dass die Spieler wissen, dass die anderen Spieler all das ebenfalls wissen,
und dass diese wissen, dass sie das wissen usw.

2.2.2 Existenz von Nash-Gleichgewichten

Die Lösungen der LPs für Nullsummenspiele sind ebenfalls Nash-Gleich-
gewichte. Für Nullsummenspiele ist daher auch klar, dass Nash-Gleich-
gewichte stets existieren. Im Allgemeinen müssen wir die Existenz von
Nash-Gleichgewichten jedoch zunächst zeigen. Die Hauptidee dabei ist
es, eine Abbildung anzugeben, die jedem Strategienpaar (x, y) eine ”bes-
sere Antwort“ zuordnet, und deren Fixpunkte Nash-Gleichgewichte sind.
Die Existenz von Nash-Gleichgewichten kann dann über die Existenz von
Fixpunkten dieser Abbildung gezeigt werden. Dazu werden wir Brouwers
Fixpunktsatz beweisen. Dieser wiederum beruht auf dem folgenden Lem-
ma.

Wir betrachten einen Graphen in der Form eines großen Dreiecks, das
in ein Dreieckgitter unterteilt ist. Die Knoten dieses Graphen sind in den
Farben 1, 2 und 3 gefärbt. Eine Färbung heißt zulässig, wenn die Knoten auf
der Außenkante des großen Dreiecks jeweils in einer der Farben der beiden
zugehörigen Ecken gefärbt sind. Eine Kante eines kleinen Dreiecks, die auf
der Seite des großen Dreiecks liegt, nennen wir Außenkante.

Lemma 4 (Sperners Lemma). Bei jeder zulässigen Färbung eines Dreiecks T
gibt es eine ungerade Anzahl von kleinen Dreiecken, deren drei Knoten alle ver-
schieden gefärbt sind.

Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz. Wir definieren nun einen Weg
durch den Graphen, wobei wir uns die kleinen Dreiecke als Räume und
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2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

die zweifarbigen Kanten als Türen vorstellen. Betrachte die Außenseite des
großen Dreiecks, das die Eckknoten der Farben 1 und 2 verbindet. Alle
Knoten auf diesem Pfad sind 1-gefärbt oder 2-gefärbt. Auf diesem Pfad gibt
es mindestens eine Tür, also eine Kante e, die zwei unterschiedlich gefärbte
Knoten verbindet (sonst wären die beiden Ecken gleich gefärbt). Die Kante
e gehört zu genau einem Raum. Ist der dritte Knoten dieses Raumes 3-
gefärbt, sind wir fertig. Ist er entweder 1-gefärbt oder 2-gefärbt, hat das
kleine Dreieck eine weitere Tür, die zu einem anderen Raum führt. Entwe-
der finden wir nun ein dreifarbiges kleines Dreieck, oder wir können diese
Konstruktion fortsetzen. Solange wir dies tun, erreichen wir nur Räume,
deren Knoten in den Farben 1 und 2 gefärbt sind. Irgendwann erreichen
wir das Dreieck, das zum Eckknoten mit der Farbe 3 gehört. Spätestens
dieses Dreieck ist dreifarbig.

Bei dieser Konstruktion müssen wir allerdings noch zwei Dinge sicher-
stellen. Erstens darf die Konstruktion nicht zu einem Kreis führen und
zweitens müssen wir den Fall betrachten, dass wir das große Dreieck ver-
lassen. Betrachten wir zunächst den zweiten Fall. Da wir immer nur über
1-2-gefärbte Kanten gehen, können wir das große Dreieck nur über die ent-
sprechende Seite verlassen. Die Anzahl der zweifarbigen Kanten auf dieser
Seite ist jedoch ungerade. Daher finden wir zu jedem Ausgang auch wieder
einen Eingang und wir können den Pfad fortsetzen.

Nehmen wir nun an, dass die Konstruktion zu einem Kreis führt. Be-
trachte das erste kleine Dreieck, das doppelt besucht wird. Dieses Dreieck
wurde durch die Kante e betreten, durch die Kante e′ 6= e verlassen und
durch die Kante e′′ /∈ {e, e′} wieder erreicht. Das Dreieck müsste also drei
zweifarbige Kanten haben, was nicht möglich ist.

Es gibt eine ungerade Anzahl von Ein- und Aushängen, d. h. 1-2-Außen-
kanten. Da jeder Eingang, der nicht zu einem dreifarbigen Dreieck führt,
wieder zu einem Ausgang führt, bleiben wieder ungerade viele Eingänge
übrig, die zu einem dreifarbigen Dreieck führen. Außerdem können wir
von jedem dreifarbigen Dreieck aus den Pfad zu einer zugehörigen 1-2-
Außenkante oder zu einem anderen dreifarbigen Dreieck zurückverfolgen.
Daher ist die Anzahl der dreifarbigen Dreiecke ungerade.

Die Verallgemeinerung dieses Lemmas für höhere Dimensionen erfolgt
per Induktion. Eine Hyperpyramide in n Dimensionen hat n + 1 Ecken.
Zur sprachlichen Vereinfachung bezeichnen wir eine n − 1-Dimensionale
Pyramide als n-Pyramide. Diese hat n Ecken, die wieder in n verschiedenen
Farben gefärbt sind. Die Seiten der n-Pyramide sind (n − 1)-Pyramiden.
Eine Färbung heißt nun legal, wenn für alle n − 1-Pyramiden, die Seiten
der n-Pyramide sind, nur in den Farben der jeweiligen Eckpunkte gefärbt
sind und (rekursiv) diese n− 1-Pyramiden legal gefärbt sind.
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

Wir können nun wie oben einen Pfad konstruieren, indem wir die (n−
1)-Pyramide betrachten, deren Ecken die Farben 1 bis n − 1 haben. In-
duktiv können wir auf die (n− 1)-Pyramide Sperners Lemma anwenden.
Daher wissen wir, dass die (n− 1)-Pyramide ungerade viele kleine n− 1-
Pyramiden enthält, die jeweils alle n − 1 Farben haben. Diese dienen uns
nun als Türen. Betreten wir einen Raum, dessen verbleibende Ecke die Far-
be n hat, sind wir wieder fertig. Hat sie eine andere Farbe k ≤ n− 1, gibt
es nun wieder nur eine Ausgangstür aus diesem Raum, nämlich diejenige,
die der anderen k-gefärbten Ecke gegenüberliegt. Wir haben wieder einen
eindeutigen Pfad ohne Kreise und ungerade viele Eingänge. Der Rest des
Beweises folgt analog.

Theorem 5 (Brouwers Fixpunktsatz). Jede stetige Abbildung von einer konve-
xen kompakten Menge in sich selbst hat einen Fixpunkt.

Der Fixpunktsatz in einer Dimension kommt normalerweise im Grund-
studium vor und hat einen einfachen geometrischen Beweis. Betrachte o. B. d.
A. das Intervall [0, 1] und die Funktion f : [0, 1] 7→ [0, 1], wobei f (0) > 0
und f (1) < 1 (ansonsten haben wir bereits einen Fixpunkt). Betrachte wei-
terhin die Identitätsfunktion auf [0, 1], die einer Diagonalen in [0, 1]2 ent-
spricht. Der Graph von f beginnt also am linken Rand oberhalb der Dia-
gonalen und endet am rechten Rand unterhalb. Da f stetig ist, muss der
Graph die Diagonale schneiden. Die Schnittpunkte sind Fixpunkte. In meh-
reren Dimensionen benötigen wir Sperners Lemma zum Beweis.

Beweis von Theorem 5 für Dimension 2. Wir beweisen das Theorem für Dimen-
sion zwei. Zunächst können wir o. B. d. A. davon ausgehen, dass die Menge
die Form eines Dreiecks hat. Ansonsten können wir eine zweidimensiona-
le kompakte konvexe Menge zu einem Dreieck “verzerren”. Diese Ergebnis
aus der Topologie übernehmen wir ohne Beweis. In diesem Dreieck können
wir dann jeden Punkt x durch drei Schwerpunktkoordinaten (x1, x2, x3) mit
x1 + x2 + x3 = 1 darstellen. Die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0) und (0, 0, 1) fallen
dabei auf die Ecken des Dreiecks. Die Mengen Li(c) = {x|xi = c} sind da-
bei Geraden, die parallel zur Grundlinie gegenüber von Ecke i liegen, und
Li(0) sind die Grundlinien selbst.

Wir betrachten nun die stetige Abbildung f in diesen Koordinaten. Wir
definieren zunächst drei Mengen Si = {x| f (x)i ≤ xi}. Es ist also Si die
Menge der Punkte, die durch f weiter von Ecke i weggerückt werden. Of-
fensichtlich sind alle Punkte in S := ∩iSi Fixpunkte von f . Betrachte x ∈ S .
Es gilt f (x)i ≤ xi für i = 1, . . . , 3. Da aber auch gilt ∑i f (x)i = 1 = ∑i xi,
muss also gelten f (x) = x. Weiterhin folgt, dass jeder Punkt in mindestens
einer Menge Si liegt.
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2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

Wir zeigen nun, dass für alle Punkte x auf der Grundlinie zwischen den
Ecken 1 und 2 gilt x ∈ S1 ∪ S2. Der Punkt x hat die Form (α, 1− α, 0). Liegt
f (x) ebenfalls auf dieser Grundlinie, hat f (x) die Form (α′, 1− α′, 0) und es
gilt α′ ≤ α, also x ∈ S1, oder 1− α′ ≤ 1− α, also x ∈ S2. Liegt f (x) nicht auf
dieser Grundlinie, ist also f (x)3 > 0 = x3, gilt x /∈ S3. Da x in mindestens
einer Menge Si liegt, gilt die Aussage also wieder.

Die Mengen Si sind außerdem abgeschlossen, d. h. jede konvergente
Folge in Si hat ihren Grenzwert in Si. Betrachte eine solche Folge (xn)n∈N

mit Grenzwert x∗. Es gilt stets f (xn)i ≤ xn
i . Da f stetig ist, gilt diese Aussage

auch für x∗ und somit ist x∗ ∈ Si.
Wir legen nun ein Dreieckgitter über unser Dreieck und färben die Kno-

ten entsprechend ihrer Zugehörigkeit zu den Mengen Si. Ist ein Knoten in
mehreren Mengen enthalten, wählen wir eine beliebig. Wir haben oben ge-
zeigt, dass die Außenseite des Dreiecks entsprechend den Voraussetzungen
von Sperners Lemma gefärbt sind. Es gibt also ein Dreieck für das je eine
Ecke in S1, S2 und S3 enthalten ist. Dieses Dreieck können wir durch Wahl
eines entsprechend feinen Gitters beliebig klein machen.

Betrachten wir die Mengen S12 = S1 ∩ S2 und die Menge S3 und neh-
men wir zum Zwecke des Widerspruchs an, die Menge S = S1 ∩ S2 ∩ S3

sei leer. Insbesondere können dann die Mengen S12 und S3 aufgrund der
Kompaktheit nicht aneinanderstoßen, d. h. je zwei Punkte in S12 und S3

haben einen Abstand von mindestens ε > 0 (dabei kann ein beliebiges Ab-
standsmaß gewählt werden). Machen wir das Dreieckgitter so klein, dass
die Seitenlängen kürzer als ε sind, kann es kein Dreieck mit Ecken in S1, S2

und S3 mehr geben. Ein Widerspruch.

Der Beweis kann auf einfache Art auf höhere Dimensionen erweitert
werden. Dazu genügt es zu zeigen, dass die Seiten des Simplex wieder legal
gefärbt sind.

Theorem 6 (Nash). Jedes Spiel hat ein gemischtes Nash-Gleichgewicht.

Beweis. Betrachte die folgende Abbildung f : ∆m × ∆n 7→ ∆m × ∆n.

f (x, y) = (g1(x, y), . . . , gm(x, y), h1(x, y), . . . , hn(x, y)),

wobei

gi(x, y) =
xi + ki(x, y)

1 + ∑l∈[m] kl(x, y)
für i ∈ [m] und

hi(x, y) =
yi + k′i(x, y)

1 + ∑l∈[n] k′l(x, y)
für i ∈ [n]
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mit

ki(x, y) = max(0, (Ay)i − x>Ay) für i ∈ [m] und

k′i(x, y) = max(0, (x>B)i − x>By) für i ∈ [n].

Dabei ist ki (bzw. k′i) der Überschuss der Strategie i gegenüber der durch-
schnittlichen Auszahlung x>Ay von Spieler 1 (bzw. x>By für Spieler 2).
Die Aussagen über g im Rest des Beweises gelten auch, wenn g durch h, k
durch k′, x durch y, m durch n und Spieler 1 durch Spieler 2 ersetzt wird.

Offenbar liegt f (x, y) wieder im Simplex ∆m×∆n: Es gilt für alle i ∈ [m],
dass gi(x, y) ≥ 0 sowie gi(x, y) ≤ 1, da xi ≤ 1 und ki(x, y) ≤ ∑l∈[m] kl(x, y).
Außerdem ist

∑
i∈[m]

gi(x, y) =
∑i∈m xi + ∑i∈[m] ki(x, y)

1 + ∑l∈[m] kl(x, y)
= 1.

Es ist ebenfalls leicht zu sehen, dass ein Punkt (x∗, y∗) genau dann ein Fix-
punkt von f ist, wenn er auch ein Nash-Gleichgewicht ist. Ist (x, y) Fix-
punkt, so ist ki(x, y) = 0 für alle i ∈ [m] und somit ist (x, y) Nash. (Wäre
ki(x, y) > 0 für mindestens ein i ∈ [m], so gäbe es auch ein j ∈ [m] mit
k j(x, y) = 0 und somit wäre gj(x, y) < xj und (x, y) kein Fixpunkt.) An
jedem Nash-Gleichgewicht (x∗, y∗) gilt umgekehrt ki(x∗, y∗) = 0 für alle
i ∈ [m] und somit ist (x∗, y∗) Fixpunkt von f .

Da der Definitions- und Bildbereich von f konvex sind und f offen-
sichtlich stetig ist, können wir Brouwers Fixpunktsatz anwenden.

2.2.3 Der Lemke-Howson Algorithmus

Im Folgenden betrachten wir einen Algorithmus zur Berechnung eines Nash-
Gleichgewichts [4]. Der Algorithmus ist nicht geeignet, wenn wir alle Nash-
Gleichgewichte kennen wollen. Da der Algorithmus immer terminiert, ist
dies ein alternativer Beweis für die Existenz von Nash-Gleichgewichten.
Eine hervorragende Beschreibung des Algorithmus findet sich ebenfalls
in [7].

In diesem Kapitel gehen wir wieder o. B. d. A. davon aus, dass die Ma-
trixeinträge der Auszahlungsmatrizen positiv sind.

Formulierung als LCP

Ähnlich wie bei der Behandlung von Nullsummenspielen betrachten wir
zunächst das Verhalten von Spieler 1 bei fester Wahl der gegnerischen Stra-
tegie y. Spieler 1 will eine beste Antwort auf y finden, d. h. er will seine
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2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

erwartete Auszahlung x>(Ay) maximieren. Dabei muss wieder x in ∆m lie-
gen.

max x>(Ay)
u. d. N. 1m

> · x ≤ 1

x ≥ 0.

Das duale Programm hat nur eine Variable, die der Spieler ebenso gut mi-
nimieren kann.

min u

u. d. N. 1m · u ≥ Ay

u ≥ 0.

Hierbei ist u · 1m der Vektor, bei dem alle Komponenten den Wert u haben.
Nach dem starken Dualitätsprinzip ist eine Lösung für das erste LP genau
dann optimal, wenn das zweite LP eine Lösung mit gleichem Wert hat, d. h.
x>(Ay) = u unter den entsprechenden Nebenbedingungen. Da 1m

> · x =
1, ist dies äquivalent zu x>(Ay) = (x>1m) · u oder

x>(1m · u−Ay) = 0.

Dies verlangt, dass die Vektoren x und 1m · u−Ay orthogonal sein müssen
und, da ihre Einträge nichtnegativ sind, dass in jeder Dimension die Kom-
ponente mindestens eines Vektors den Wert 0 haben muss.

Dieselbe Überlegung führt für Spieler 2 zu einem analogen Ergebnis.
Spieler 2 minimiert v unter der Nebenbedingung 1n · v ≥ (B>x) wobei
eine primal-duale Lösung (y, v) optimal ist g. d. w. y>(1n · v − B>x) = 0
gilt.

Insgesamt erhalten wir die folgende Charakterisierung von Nash-Gleich-
gewichten. Das Paar (x, y) ist ein Nash-Gleichgewicht, wenn für geeignete
u, v gilt

1m · x = 1

1n · y = 1

1m · u−Ay ≥ 0

1n · v− B>x ≥ 0 (2.3)

x ≥ 0

y ≥ 0

x>(1m · u−Ay) = 0

y>(1n · v− B>x) = 0
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

Die letzten beiden Bedingungen machen das Problem zu einem linear com-
plementarity problem (LCP). Der wichtigste Algorithmus zum Lösen von
LCPs unserer Form ist der Lemke-Howson Algorithmus.

Geometrische Beschreibung des Algorithmus

Um die Notation in diesem Abschnitt zu vereinfachen, nehmen wir an,
dass die Strategien der beiden Spieler durch disjunkte Mengen bezeichnet
werden. Nach wie vor sind die Strategien für Spieler 1 die Elemente der
Menge [m] = {1, . . . , m}. Die Strategien von Spieler 2 bezeichnen wir mit
m + 1, . . . , m + n.

Wir versehen zunächst alle gemischten Strategien beider Spieler mit
Markierungen aus der Menge der Strategien {1, . . . , m + n}. Für einen Spie-
ler erhält eine gemischte Strategie diejenigen Markierungen, die entweder
nicht benutzten eigenen reinen Strategienoder besten reinen Antworten
des Gegners entsprechen. Wir definieren für 1 ≤ i ≤ m und m + 1 ≤ j ≤
m + n

Xi := {x ∈ ∆m | xi = 0},
Xj := {x ∈ ∆m | (B>x)j ≥ (B>x)k ∀k ∈ {m + 1, . . . , m + n}},
Yj := {y ∈ ∆n | yj = 0},
Yi := {y ∈ ∆n | (Ay)i ≥ (Ay)k ∀k ∈ {1, . . . , m}}.

Nach Definition 5 ist ein Paar (x, y) ein Nash-Gleichgewicht, wenn alle be-
nutzten reinen Strategien beste Antworten sind. Also gilt

Lemma 7. Ein Paar von gemischten Strategien (x, y) ist genau dann ein Nash-
Gleichgewicht, wenn für alle k ∈ {1, . . . , m + n} gilt x ∈ Xk oder y ∈ Yk.

Wir betrachten zunächst den ”normalen“ Fall. Der Simplex ∆m ist eine
m-dimensionale konvexe Punktmenge. Jede zusätzliche Markierung redu-
ziert die Dimension dieses Raumes in der Regel um 1. Daher hat in der
Regel jeder Punkt in ∆m (∆n) höchstens m (n) Markierungen. Spiele, in de-
nen dies nicht der Fall ist, nennen wir degeneriert.

Definition 6. Ein Spiel heißt nicht degeneriert, wenn die Menge aller Punkte
in ∆m (in ∆n) mit genau m Markierungen (genau n Markierungen) endlich ist.
Ansonsten heißt das Spiel degeneriert.

Wir definieren nun einen Graphen G1 auf den endlich vielen Punk-
ten mit m Markierungen in ∆m. Zwei Strategien x und x′ sind durch ei-
ne Kante {x, x′} verbunden, wenn x und x′ m − 1 Markierungen gemein-
sam haben. Außerdem erhält der Graph einen zusätzlichen Knoten 0m, der
alle Markierungen in [m] enthält. Kanten für diesen Knoten werden nach
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2.2 Allgemeine Zweipersonenspiele

den gleichen Regeln konstruiert. Einen analogen Graphen G2 konstruieren
wir für die Knoten in ∆n. Schließlich betrachten wir den Produktgraphen
H = G1×G2, der aus Knoten (x, y) besteht. Zwei Knoten (x, y) und (x′, y′)
sind dann durch eine Kante verbunden, wenn y = y′ und x und x′ in G1

verbunden sind oder x = x′ und y und y′ in G2 verbunden sind. Wir nen-
nen eine Knoten (x, y) k-fast vollständig markiert, wenn er alle Markierun-
gen bis auf die Markierung k (nicht bis auf k viele) hat. Ein solcher Knoten
enthält immer auch eine Markierung doppelt.

Wir können den Lemke-Howson Algorithmus nun als einfachen kom-
binatorischen Algorithmus auf H beschreiben. Der Algorithmus startet bei
dem ”künstlichen“ Gleichgewicht (0m, 0n) und traversiert den Graphen,
bis er ein echtes Nash-Gleichgewicht findet.

1. Setze v0 = (0m, 0n)

2. Wähle eine beliebige ausgehende Kante {v0, v1}. Sei v1 k-fast vollständig
markiert. Setze t = 1.

3. Wiederhole

(a) Falls vt vollständig markiert ist, gib vt aus.

(b) Ansonsten enthält vt eine Markierung doppelt. Setze vt+1 auf
den Nachbarn von vt, der diese Markierung nicht doppelt hat so
dass vt+1 6= vt−1.

(c) Setze t← t + 1.

Im nicht degenerierten Fall ist der Nachfolgeknoten eindeutig bestimmt
(ohne Beweis). Somit gibt es keine Kreise und der Algorithmus terminiert.
Da der Graph jedoch in mehrere Zusammenhangskomponenten zerfallen
kann, findet dieser Algorithmus nicht alle Nash-Gleichgewichte.

Algebraische Formulierung

Wir kehren zurück zu unserer Formulierung als LCP. Ignorieren wir zunächst
die unteren beiden Komplementaritätsbedingungen in (2.3). Die restlichen
(Un-)gleichungen definieren ein Polyeder H = H1 × H2 mit

H1 = {(x, v) | x ∈ ∆m, v ∈ R, B>x ≤ 1nv} und

H2 = {(y, u) | y ∈ ∆n, u ∈ R, Ay ≤ 1mu}.

Betrachten wir das Polyeder H2 in ∆n ×R. Die Bedingung Ay ≤ 1mu for-
dert, dass u mindestens den Wert von (Ay)i für alle i ∈ [m] hat. In der u-
Koordinate ist das Polyeder nach oben offen. Für i ∈ [m] ist (Ay)i ≥ u eine
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

Hyperebene, und u ist mindestens das Maximum dieser Hyperebenen. Be-
trachten wir eine Facette von H2, die ein Teil der Hyperebene (Ay)i ≤ u ist.
Dies bedeutet, dass die i-te Hyperebene das Maximum bestimmt. Projizie-
ren wir diese Facette auf ∆n erhalten wir also eine Region, in der die reine
Strategie i ∈ [m] eine beste Antwort ist, die Menge Yi. Projizieren wir die
Hyperebene der Nichtnegativitätsbedingung yj ≥ 0 auf ∆n, erhalten wir
genau die Menge Yj. Projizieren wir das gesamte Polyeder auf ∆n, sehen
wir, dass die Knoten des Polyeders H2 genau den Knoten des Graphen G2

entsprechen. Die Ecken des Simplex ∆n sind allerdings hier nicht mit dem
Ursprung 0n verbunden, sondern haben Kanten in Richtung ”unendlich“.

Wir transformieren nun durch Skalierung x und y nach

x′ = x/v und y′ = y/u. (2.4)

Die Rücktransformation erfolgt über x = x′ · v mit v = 1/(1m
>x′) bzw.

y = y′ · u mit u = 1/(1n
>y′). Die Rücktransformation stellt automatisch

die Bedingung ∑i xi = 1 bzw. ∑i yi = 1 sicher. Eine entsprechende Be-
dingung an x′ und y′ ist daher nicht mehr nötig. Wir erhalten durch die
Transformation die Polyeder

P1 = {x′ ∈ Rm | x′ ≥ 0m, B>x′ ≤ 1n} und

P2 = {y′ ∈ Rn | y′ ≥ 0n, Ay′ ≤ 1m}.

Der Pivotschritt

Für unsere Polyeder P1 und P2 führen wir wie bei der Simplexmethode
Schlupfvariablen r und s ein und erhalten

Ay′ + r = 1m (2.5)

B>x′ + s = 1n,

was wir als Cz = q schreiben können. Eine Methode zum Traversieren von
Knoten des Polyeders kennen wir von der Simplex-Methode: Wir wandern
von Knoten zu Knoten durch Austauschen von Basisvariablen. Entschei-
dend dabei ist die Auswahl des Pivotelements. Bei der Simplex-Methode
geschieht dies so, dass ein Zielfunktionswert erhöht wird. In unserem Fall
haben wir jedoch keine Zielfunktion, dafür aber eine weitere Bedingung,
die wir im bisher vernachlässigt haben: die Komplementaritätsbedingun-
gen aus (2.3). In unserem transformierten Polyeder werden diese Bedin-
gungen impliziert durch

x′>r = 0 und y′>s = 0.
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2.3 Die Komplexität von Nash-Gleichgewichten

Um dies zu sehen, betrachten wir beispielhaft die erste Gleichung:

x′r = 0

⇔ x′ · (1m −Ay′)
(2.5)
= 0

⇔ x′ · (1mu−Ay)
(2.4)
= 0

Da xi > 0 gdw. x′i > 0, entspricht dies also genau den Komplementaritäts-
bedingungen aus (2.3).

Jede Nicht-Basisvariable hat den Wert 0 und entspricht einer Bedin-
gung, die mit Gleichheit erfüllt ist. Eine Basis entspricht also in unserer geo-
metrischen Interpretation einem Knoten, der alle Markierungen der Nicht-
Basisvariablen hat. Ist x′i nicht in der Basis enthalten, bedeutet dies xi =
x′i = 0 und wir erhalten die Markierung i. Ist ri nicht in der Basis enthal-
ten, ist ri = 0 uns somit die Nebenbedingung für ”i ist beste Antwort“
((Ay′)i = 1 bzw. (Ay)i = u) mit Gleichheit erfüllt, was ebenfalls die Mar-
kierung i liefert. Ein k-fast vollständig markierter Knoten entspricht also
einer Basislösung, in der xk und rk oder yk und sk Basisvariablen sind. Eine
k-fast vollständige Basis enthält also genau eine Variable aus jedem kom-
plementären Paar mit der Ausnahme eines einzelnen Paares, von dem bei-
de Variablen enthalten sind. Entsprechend gibt es ein Paar von komple-
mentären Variablen, die beide nicht in der Basis enthalten sind. Diese ent-
sprechen dem doppeltem Label. In einem Pivotschritt entfernen wir also
eine der beiden Variablen aus dem Basissvariablenpaar (xk, rk) bzw. (yk, sk)
(d. h. wir nehmen eine neue Markierung auf) und nehmen eine der beiden
komplementären Nicht-Basisvariablen in die Basis auf (d. h. wir entfernen
eine doppelte Markierung). Dabei müssen wir wieder beachten, dass nicht
eine Markierung entfernt wird, die im letzten Schritt aufgenommen wurde,
damit wir die Richtung des traversierten Pfades beibehalten. Damit ist der
Pivotschritt eindeutig.

Wir beginnen den Algorithmus mit einer Basis, die dem Knoten (0m, 0n)
entspricht, also einer Basis, in der alle xi und yi Variablen Nichtbasisvaria-
blen sind. Damit haben wir die geometrische Beschreibung des Algorith-
mus algebraisch umgesetzt.

Eine Behandlung des degenerierten Falls kann ähnlich wie bei der Simplex-
Methode durch lexikographische Perturbierung erfolgen. Dies Behandeln
wir jedoch an dieser Stelle nicht, da es sehr ähnlich ist.

2.3 Die Komplexität von Nash-Gleichgewichten

Wir haben gesehen, dass Nash-Gleichgewichte für Nullsummenspiele in
Polynomialzeit zu berechnen sind. Zur Berechnung von Gleichgewichten
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2. Existenz und Berechnung von Gleichgewichten

in allgemeinen Zweipersonenspiele kann man den Lemke-Howson Algo-
rithmus verwenden, der hier nur am Rande erwähnt sei. Es ist jedoch nicht
bekannt, ob dieser Algorithmus sich so anpassen lässt, dass er immer poly-
nomielle Laufzeit hat. Es ist daher naheliegend nach der Komplexität die-
ses Problems zu fragen. Unlängst wurde diese Frage beantwortet, indem
gezeigt wurde, dass das Problem, ein Nash-Gleichgewicht zu finden für
eine bestimmte Komplexitätsklasse, PPAD, vollständig ist. Wie auch bei
NP-vollständigen Problemen lässt sich dies als Hinweis auf die Schwierig-
keit des Problems interpretieren. Um dies zu verstehen, müssen wir etwas
ausholen.

Die wohl bekannteste Komplexitätsklasse istNP . Wie viele andere Klas-
sen auch ist dies eine Klasse von Entscheidungsproblemen. Sie ist daher
für unser Problem unangemessen. Die Frage ”Hat ein gegebenes Spiel ein
Nash-Gleichgewicht?“ ist trivial in Zeit O (1) zu entscheiden: Die Antwort
ist immer ”Ja“.

Ein Problem, auf das diese Aussage ebenfalls zutrifft, ist das folgen-
de: Eingabe sind ein gerichteter Graph G = (V, E) mit Gradbeschränkung
2 sowie ein Knoten v ∈ V mit Grad 1. Gesucht ist ein weiterer Knoten
w 6= v mit Grad 1. Dass so ein Knoten existiert, ist klar: Jeder gerichte-
te Graph mit Grad höchstens zwei hat eine gerade Anzahl von Blättern.
Da wir ein Blatt kennen, nämlich v, gibt es mindestens ein zweites. Dieses
einfache Argument ist als ”Paritätsargument“ bekannt. Da es einen Pfad-
anfang gibt, gibt es offensichtlich auch ein Ende. In dieser Formulierung
ist das Problem einfach, wir können einfach alle Knoten betrachten und
finden irgendwann einen Knoten, der das Kriterium erfüllt. Das Problem
wird schwierig durch die Repräsentation der Eingabe: Eingabe sind zwei
Schaltkreise P und S, mit k Eingangsbits und k Ausgangsbits. Eingabe-
und Ausgabebits der Schaltkreise werden als binäre Kodieung einer Kno-
tennummer interpretiert. Wir schreiben P(v) und S(v) für die von den
Schaltkreis berechneten Knoten. Die beiden Schaltkreise definieren auf die
folgende Art einen Graphen G. Wir interpretieren P(v) als einen mögli-
chen Vorgängerknoten von v und S(v) als einen möglichen Nachfolger.
Der Graph G enthält die Kante (v, w) genau dann, wenn sich S und P ei-
nig sind, d.h. S(v) = w und P(w) = v. Dieses Problem bezeichen wir als
ENDOFTHELINE.

Da sich mit k bits 2k Knoten repräsentieren lassen, können wir auf die-
se Weise viele Graphen in logarithmischer Größe repräsentieren. Es ist in-
tuitiv sehr schwierig, dieses Problem zu lösen. Wir nehmen es daher als
kanonisches Problem, um eine Komplexitätsklasse von Problemen ähnli-
cher Schwierigkeit zu definieren. Anders als für bekannte Klassen wieNP
definieren wir unsere Klasse jetzt nicht über ein Maschinenmodell und ei-
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ne Laufzeitbeschränkung, sondern über ein kanonisches Problem und eine
Reduktion. Auch NP lässt sich so definieren: NP ist gerade die Menge
der Probleme, die sich polynomiell auf SAT reduzieren lassen.

Wir definieren nun die KomplexitätsklassePPAD. Die Abkürzung steht
hierbei für ”polynomial parity argument, directed version“. Das fast trivia-
le Kernargument, das die Existenz einer Lösung zwar beweist, aber kei-
ne effiziente Konstruktion ermöglicht gibt dieser Komplexitätsklasse ihren
Namen.

Definition 7 ([5]). Wir definieren Suchprobleme Π in PPAD durch eine polyno-
miell rechenzeit-beschränkte Turing-Maschine MΠ. Eine Instanz x von Π ist as-
soziiert mit einem Suchraum Sx von Strings der Länge höchstens poly(|x|). Für
einen Suchpunkt c ∈ Sx ist die Ausgabe von MΠ(x, c) = (c′, c′′) ein geordnetes
Paar von Konfigurationen c, c′ ∈ S. Der durch M definierte Graph Gx = (Vx, Ex)
wnthält die Kante (v, w) genau dann wenn w die linke Komponente von M(x, v)
ist und v die rechte Komponente von M(x, w) ist. Außerdem muss M so definiert
sein, dass der String 0 . . . 0 immer ein Blatt ist. Für eine Instanz x besteht das
Problem darin, ein zweites Blatt (außer 0 . . . 0) von Gx zu finden.

Eine Reduktion von einem Suchproblem Π1 auf ein Suchproblem Π2 ist ein
Paar von Abbildungen ( f , g) die sich in Polynomialzeit berechnen lassen, wobei f
Instanzen von Π1 auf Instanzen von Π2 abbildet, und g die Lösungen für Problem
Π2 zurück auf Lösungen von Problem Π1 abbildet, d. h. für x ∈ Π1 ist f (x) ∈
Π2 und für eine Lösung s von f (x) ist g(x, s) eine Lösung von x. Die Klasse
PPAD enthält nun alle Suchprobleme der oben beschriebenen Form sowie alle
Suchprobleme, die auf sie reduziert werden können.

Wir können nun zeigen, dass das Problem, ein Nash-Gleichgewicht zu
berechnen, in der Klasse PPAD liegt. Dazu vollziehen wir den Beweis zur
Existenz von Nash-Gleichgewichten nach und zeigen, dass entsprechen-
den Probleme, die sich aus Sperners Lemma und Brouwers Fixpunktsatz
ergeben, ebenfalls in PPAD enthalten sind.

Betrachten wir Sperners Lemma. Das entsprechende Suchproblem können
wir so formulieren: Wir haben eine Turing-Maschine M gegeben, die jedem
Punkt auf dem Dreiecksgitter (i1, i2, i3) mit i1, i2, i3 ≥ 0 und i1 + i2 + i3 = n
eine Farbe zuordnet. Wir suchen drei benachbarte Punkte, die ein dreifar-
biges Dreieck bilden. Wie in unserem Beweis von Sperners Lemma können
wir M offensichtlich in eine Maschine umwandeln, die gemäß der obigen
Konstruktion den Graphen berechnet, der durch das Dreiecksgitter zu ei-
nem dreifarbigen Dreieck führt. Wir müssen dazu nur eine Turingmaschi-
ne bauen, die M benutzt, um die Farben auszulesen, und dann aufgrund
der Farben einen Weg durch die zweifarbigen “Türen” konstruiert. Somit
liegt Sperners Lemma in zwei Dimensionen in PPAD. Es sei angemerkt,
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dass diese Konstruktion in höheren Dimensionen etwas komplizierter ist,
da sich ein Tetraeder nicht mehr leicht in kleinere identische Tetraeder zer-
legen lässt. Ein Ausweg ist es hier, Sperners Lemma für (Hyper-)Würfel zu
definieren. Für Details, siehe [5].

Wir kommen zu Brouwers Fixpunktsatz. Um das dem Fixpunktsatz zu-
gehörige Problem BROUWER zu definieren, interpolieren wir die kontinu-
ierliche Funktion f (·) stückweise linear. Wir gehen davon aus, dass die
Funktion den d-dimensionalen Einheitswürfel Cd in sich selbst abbildet.
Für eine natürliche Zahl n haben wir eine Turingmaschine gegeben, die
für einen Vektor x ∈ Cd, dessen Koordinaten Vielfache von 1/n sind, eine
Ausgabe µ(x) mit |µ(x)| ≤ 1/n2 berechnet. Die Funktion f ist dann de-
finiert durch f (x) = x + µ(x), wobei f (x) ∈ Cd gelten muss. Wir suchen
einen Punkt x mit f (x) = x. Die Funktion µ(·) gibt uns dabei wie im Be-
weis von Brouwers Fixpunktsatz die Verschiebung von x an. Wir können
also anhand von µ(x) eine Färbung des Simplex ablesen, und haben somit
BROUWER auf SPERNER reduziert. Somit gilt BROUWER ∈ PPAD.

Als letzten Schritt betrachten wir das Problem NASH: Eingabe sind zwei
Auszahlungsmatrizen A und B. Gesucht ist ein gemischtes Strategienpaar
(x, y), das ein Nashgleichgewicht des durch A und B definierten Spiels ist.
Aus dem Beweis der Existenz von gemischten Nash-Gleichgewichten ken-
nen wir eine Funktion, deren Fixpunkte Nash-Gleichgewichte sind. Diese
ist durch die Matritzen A und B bestimmt. Somit können wir NASH auf
BROUWER reduzieren und es gilt NASH ∈ PPAD.

Wir wissen nun, das NASH in PPAD enthalten ist. Das sagt allerdings
noch nichts über die Schwierigkeit des Problems aus. Es ist erst seit kur-
zer Zeit bekannt, dass NASH tatsächlich PPAD-vollständig ist [2]. Dieser
Beweis ist jedoch kompliziert und wird daher hier nicht behandelt.
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Kapitel 3

Evolutionäre Spieltheorie

Wir haben bisher mehrere Gleichgewichts- und Lösungskonzepte für stra-
tegische Spiele kennengelernt: iterative Dominanz, Rationalisierbarkeit, Mi-
nimax-Gleichgewichte und Nash-Gleichgewichte. Diese können auf ver-
schiedene Arten motiviert werden: Nash-Gleichgewichte sind z.B. Strategi-
enpaare, die mit gewissen Rationalitätsannahmen vereinbar sind. Da Nash-
Gleichgewichte jedoch nicht eindeutig bestimmt sind, ist unklar, welches
der Nash-Gleichgewichte tatsächlich gespielt werden sollte. Außerdem sind
diese Rationalitätsannahmen in vielen Spielen nicht realistisch:

• Vollständige Kenntnis der Auszahlungsmatrix, insbesondere die der
Gegner ist in den wenigsten Spielen gegeben.

• Vollständige Rationalität ist in vielen ökonomischen Beispielen ge-
geben, z.B. im Falle von Auktionen, aber in vielen Beispielen, insbe-
sondere solchen, die das Internet modellieren, können Spieler auch
fehlerhaft oder sogar bösartig handeln.

In diesem Kapitel wählen wir einen anderen Zugang, der auf diese An-
nahmen verzichtet. Wir betrachten allerdings nur symmetrische Zweiperso-
nenspiele, d. h. solche, bei denen beide Spieler den selben Strategieraum
[n] haben und A = B gilt. Wir betrachten eine unendliche Population von
Spielern, die wiederholt ein symmetrisches Zweipersonenspiel spielen und
im Laufe der Zeit ihr Verhalten an Spiel und Population anpassen.

Wir lernen durch zwei unterschiedliche Ansätze zwei neue Lösungs-
konzepte kennen, die Spezialisierungen von Nash-Gleichgewichten sind.
Wir werden dann sehen, dass beide Konzepte zusammenfallen.
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3.1 Ein Dynamisches Populationsmodell

Wir betrachten eine unendliche Population x von Agenten, die ein sym-
metrisches Spiel A spielen. Dabei interpretieren wir xi als den Populati-
onsanteil, der die reine Strategie i spielt. Gegen einen uniform zufällig aus
der Population x gewählten Gegner zu spielen ist also dasselbe, wie gegen
einen Gegner zu spielen, der die gemischte Strategie x spielt.

Wir beschreiben einen einfachen randomisierten Prozess, den die Spie-
ler unabhängig voneinander ausführen, um ihre Auszahlung innerhalb der
Population zu verbessern. Die Population ist dann eine Funktion der Zeit
x(t), und ihre Änderungsraten beschreiben wir durch die Zeitableitung
ẋ(t). Für die Beschreibung der folgenden drei Prozesse nehmen wir o. B. d. A.
an, dass die Auszahlungen normiert sind, so dass sie zwischen 0 und 1 lie-
gen.

1. Fitnessproportionale Replikation. Die erste Motivation entstammt der
Biologie. Nehmen wir an, dass sich die Individuen in der Populati-
on fortpflanzen, und zwar mit einer Rate, die proportional zu ihrer
Fitness ist (Ax)i ist. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Indivi-
duum mit Strategie i reproduziert wird, gerade

xi · (Ax)i

∑j∈[n] xj · (Ax)j
=

xi · (Ax)i

x>Ax
.

Wenn wir weiterhin annehmen, dass die Nachkommen eines Indivi-
duums dieselbe Strategie wie das Elternindividuum spielen, und die
Sterberate 1 ist, dann ist die Rate, mit der sich der Populationsanteil,
der Strategie i ∈ [n] spielt, verändert gerade

ẋi =
xi · (Ax)i

x>Ax
− xi =

1
x>Ax

· xi · ((Ax)i − x>Ax) .

2. Imitation erfolgreicher Spieler. Wir nehmen nun an, dass die Individuen
nicht durch andere (Nachkommen) ersetzt werden, sondern dass sie
von Zeit zu Zeit ihre Strategie überdenken. Die Spieler werden durch
einen Poissonprozess mit Rate 1 aktiviert. Jedesmal, wenn er aktiviert
wird, wählt ein Spieler uniform zufällig einen anderen Spieler und
imitiert sein Verhalten mit einer Wahrscheinlichkeit, die proportional
zu seiner durchschnittlichen Auszahlung innerhalb der Population
ist. Die Berechnung von ẋi erfolgt in der Übung.

3. Imitation aus Unzufriedenheit. Um den obigen Prozess durchführen zu
können, müssen die Spieler in der Lage sein, die durchschnittliche
Auszahlung des Gegners zu beobachten. Ein Prozess, der ohne diese
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3.1 Ein Dynamisches Populationsmodell

Annahme auskommt, ist der folgende. Die Spieler werden wieder mit
Poissonraten aktiviert. Wenn das geschieht, wählt ein Spieler uniform
zufällig ein Anspruchsniveau aus dem Intervall [0, 1]. Ist seine durch-
schnittliche Auszahlung geringer, imitiert er einen anderen, uniform
zufällig ausgewählten Agenten. Die Berechnung von ẋi erfolgt in der
Übung.

Erstaunlicherweise führen alle drei obigen Prozesse zum selben Ergeb-
nis, abgesehen von einem Proportionalitätsfaktor x>Ax. Das sich daraus er-
gebende dynamische System ist die sogenannte Replikatordynamik.

Definition 8 (Replikatordynamik). für eine Auszahlungsmatrix A und eine
positive Lipschitz-stetige skalare Funktion λ : ∆ 7→ R+, ist die Replikatordyna-
mik gegeben durch die Differentialgleichung

ẋi = λ(x) · xi · ((Ax)i − x>Ax) (3.1)

x(0) = x0 ,

for all i ∈ [n].

Die Replikatordynamik hat eine Reihe von interessanten Eigenschaf-
ten. Zunächst stellen wir fest, dass für jeden Startzustand x0 eine eindeuti-
ge Lösungen stets existiert, da die rechte Seite der Differentialgleichung
Lipschitz-stetig ist (Picard-Lindelöf-Theorem). Diese Lösung bezeichnen
wir mit ξ(x0, t). Außerdem ist der Simplex sowie seine Subsimplizes in-
variant: Lösungen der Replikatordynamik bleiben stets innerhalb des Sim-
plex, und xi(t) = 0 genau dann wenn xi(0) = 0. Außerdem konvergiert der
Bevölkerungsanteil strikt iteriert dominierter Strategien gegen 0 (Übung).
Schließlich sind Nash-Gleichgewichte Fixpunkte der Replikatordynamik.

Man könnte nun vermuten (oder hoffen), dass eine Population, die sich
entsprechend der Replikatordynamik verhält, gegen ein Nashgleichgewicht
konvergiert. Betrachten wir dazu das folgende Beispiel.

Betrachte das Spiel Papier-Schere-Stein, das ein eindeutiges Nash-Gleich-
gewicht x = (1/3, 1/3, 1/3) besitzt. Abbildung 3.1(a) zeigt, dass für dieses
Spiel die Lösung der Replikatordynamik um das Nash-Gleichgewicht os-
zilliert.

Betrachten wir nun das perturbierte Spiel

APRS(δ) =

 δ 1 −1
−1 δ 1
1 −1 δ


bei dem ein Unentschieden eine Auszahlung von δ bekommt. Wir sehen,
dass für δ > 0 Lösungen der Replikatordynamik nicht nur nicht konvergie-
ren, sondern sich sogar dem Rand des Simplex annähern (Abbildung 3.1(b)).
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1  2

3  
 

(a) Der Standardfall

1  2

3  
 

(b) Unentschieden be-
lohnt, δ > 0

1  2

3  
 

(c) Unentschieden bestraft,
δ < 0

Abbildung 3.1: Lösungen der Replikatordynamik für das Papier-Schere-
Stein-Spiel für verschiedene Werte von δ. Die Orbits werden gegen dern
Uhrzeigersinn durchlaufen.

Nur für den Fall δ < 0 konvergiert die Lösung tatsächlich zum Nash-
Gleichgewicht x (Abbildung 3.1(c)).

Wir sehen, dass die Eigenschaft, Nash-Gleichgewicht zu sein, nicht aus-
reicht, um sicherzustellen, dass eine Population von Spielern auf lange
Sicht zu diesem Zustand konvergiert. Wir definieren daher das Kriterium
der asymptotischen Stabilität.

Definition 9 ((asymptotische) Stabilität). Ein Punkt x heißt stabil, wenn jede
Nachbarschaft U von x eine Nachbarschaft U′ von x enthält, so dass ξ(x0, t) ∈ U
für alle x0 ∈ U′ und t ≥ 0. Weiterhin ist x asymptotisch stabil, wenn es stabil
ist und weiterhin eine Nachbarschaft U′′ von x existiert, so dass ξ(x0, t)t→∞ → x
für alle x0 ∈ U′′. Dabei bedeutet ξ(x0, t)→ x, dass ||ξ(x0, t), x|| → 0.

Wir können also die Menge der asymptotisch stabilen Nash-Gleich-
gewichte als diejenige Strategien ansehen, die durch eine Population von
Spielern gelernt werden können, wenn diese eigennützige und kurzsich-
tige Verbesserungsschritte ausführen. Dazu sind keine weiteren Rationa-
litätsannahmen erforderlich. Es ist jedoch nicht klar, wie wir überprüfen
können, ob ein Nash-Gleichgewicht asymptotisch stabil ist.
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3.2 Evolutionäre Stabilität

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Verfeinerung von Nash-Gleichge-
wichten, sogenannte evolutionär stabile Strategien. Wir betrachten wieder ei-
ne Population von Spielern, diesmal allerdings eine endliche. Alle Spieler
spielen dieselbe (diesmal möglicherweise auch gemischte) Strategie. Wir
betrachten nun nicht mehr die Frage, wie sich die Population entwickelt,
sondern bloß, ob sie stabil gegen Mutationen ist.

Sei x die von den Individuen der Population gespielte Strategie. Zusätz-
lich zur Nash-Bedingung, dass kein Spieler einen Anreiz hat, von x ab-
zuweichen, fordern wir nun, dass weiterhin Teilpopulationen, die von x
abweichen, einen Anreiz haben, zu x zurückzukehren, sofern die Teilpo-
pulation klein genug ist. Sei y solch eine andere Strategie. Die Population,
die aus x durch Eindringen einer Subpopulation der Größe ε entsteht, ist
xε = (1− ε) x + ε y. Wir schreiben dies als 〈x|y〉ε = (1− ε) x + ε y. Eine
Strategie x kann in einem evolutionären Szenario nur stabil sein, wenn sie
in dieser Mischpopulation xε eine höhere Fitness als die mutierte Teilpopu-
lation y hat.

Definition 10 (evolutionär stabile Strategy (ESS)). Eine Strategie x ∈ ∆ heißt
evolutionär stabil wenn für jede Strategie y ∈ ∆ ein εy ∈ (0, 1) existiert, so dass
für jedes ε ∈ (0, εy),

x>Axε > y>Axε (3.2)

mit xε = 〈x|y〉ε. Für ein festes y heißt das größte εy, das diese Eigenschaft erfüllt,
die Invasionsbarriere b(y). Die Menge der evolutionär stabilen Strategien heißt
∆ESS.

Tatsächlich ist es nicht nötig, dass in dieser Definition der Parameter εy

von y abhängt. Da der Abstand von y von x durch 1 beschränkt ist, und
da es nur endlich viele Strategien gibt, können wir, wenn wir für jedes y
ein εy finden auch ein ε̄ finden, das für alle y gilt. Dieses ε̄ nennen wir die
uniforme Invasionsbarriere von x.

Diese Invasionsbarriere ist eine untere Schranke für die Größe der Po-
pulation, die eindringen muss, um x zu verdrängen. Betrachten wir eine
Population mit N Individuen, und nehmen wir an, dass N − 1 von diesen
die Strategie x ∈ ∆ESS spielen, während ein Individuum die Strategie y
spielt. Wenn ε̄ ≥ 1/N, dann ist die Auszahlung von y in der Mischpopula-
tion kleiner als die der evolutionär stabilen Strategie x.

Das folgende Theorem gibt eine Charakterisierung von evolutionär sta-
bilen Strategien, die sie in Relation zu Nash-Gleichgewichten setzt.

Theorem 8. Eine Strategie x ∈ ∆ ist genau dann evolutionär stabil wenn x ∈
∆NE und für alle y ∈ β(x), y 6= x, gilt, dass x>Ay > y>Ay.
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Beweis. Sei x evolutionär stabil. Nehmen wir zum Zwecke des Widerspruchs
an, dass x kein Nash-Gleichgewicht ist, d. h., es existiert eine andere Stra-
tegie y mit x, y>Ax− x>Ax > 0. Da für xε = 〈x|y〉ε die Differenz y>Axε −
x>Axε linear in ε ist, ist dieser Term positiv für kleines ε, was der evoluti-
onären Stabilität von x widerspricht.

Nehmen wir also an, dass x ein Nash-Gleichgewicht ist, aber dass ein
y ∈ β(x), y 6= x existiert mit y>Ay ≥ x>Ay. Da y eine beste Antwort auf
x ist, gilt auch y>Ax ≥ x>Ax. Folglich gilt für jede konvexe Kombination
xε = 〈x|y〉ε, dass y>Axε ≥ x>Axε, was wider der evolutionären Stabilität
von x widerspricht.

Betrachte nun umgekehrt ein Nash-Gleichgewicht x so dass für alle y ∈
β(x), y 6= x gilt x>Ay > y>Ay. Dann gilt wieder für jedes solche y ∈ β(x),
ε ∈ (0, 1), and xε = 〈x|y〉ε, dass x>Axε > y>Axε, da dies für ε = 1 gilt
und mit schwacher Ungleichheit auch für ε = 0. Für jedes y /∈ β(x) ist
y>Ax < x>Ax und somit gilt Gleichung (3.2) für kleines ε > 0 aufgrund der
Stetigkeit.

Die folgende Charakterisierung wird nützlich sein, wenn wir evoluti-
onär stabile Strategien und asymptotisch stabile Nash-Gleichgewichte zu-
einander in Beziehung setzen.

Definition 11. Eine Strategie x ist lokal überlegen, wenn eine Nachbarschaft U
von x existiert, so dass x>Ay > y>Ay für alle y 6= x in U ∩ ∆.

Theorem 9. Eine Strategie x ist genau dann lokal überlegen wenn x ∈ ∆ESS.

Beweis. Nehmen wir zunächst an, dass U eine Nachbarschaft von x ist mit
x>Ay > y>Ay für alle y ∈ U ∩ ∆, y 6= x. Wähle nun eine Strategie y ∈ ∆.
Dann existiert ein εy ∈ (0, 1) so dass xε = 〈x|y〉ε ∈ U für jedes ε ∈ (0, εy).
Nun ist

xε
>Axε = ε y>Axε + (1− ε)x>Axε

und folglich
xε
>Axε − x>Axε = ε ·

(
y>Axε − x>Axε

)
.

Da xε ∈ U, ist die linke Seite negativ, und folglich x>Axε > y>Axε, so dass
x ∈ ∆ESS.

Nehmen wir nun an, dass x ∈ ∆ESS und ε̄ seine uniforme Invasionsbar-
riere ist. Definiere

Zx = {z ∈ ∆ | zi = 0 für ein i ∈ Supp(x)}

als Vereinigung aller Facetten des Simplex, die x nicht enthalten. Weiterhin
sei

V = {y ∈ ∆ | y = 〈x|zy〉ε für ein zy ∈ Zx und ε ∈ [0, ε̄)} .
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Wir stellen fest, dass für jedes y, zy in dieser Definition eindeutig bestimmt
ist. Weiterhin ist V abgeschlossen und x ∈ V. Daher existiert eine Nachbar-
schaft U von x so dass U ∩∆ ⊆ V. Fixiere einen Punkt y ∈ U ∩∆, y 6= x. Da
y ∈ V und y innerhalb der Invasionsbarriere von zy liegt, ist zy

>Ay < x>Ay.
Da trivialerweise x>Ay ≤ x>Ay und y eine konvexe Kombination von x und
zy ist, impliziert dies, dass y>Ay < x>Ay.

3.3 Konvergenz

Die in den vorherigen beiden Abschnitten vorgestellten Lösungskonzepte
waren zunächst einmal voneinander unabhängig. Wir werden nun sehen,
dass evolutionär stabile Strategien und asymptotisch stabile Nash-Gleich-
gewichte zusammenfallen.

Wir können nicht hoffen, eine analytische Lösung von Gleichung (3.1)
zu finden. Dennoch existiert ein mächtiges Hilfsmittel, mit Hilfe dessen
wir Konvergenz nachweisen können, ohne die Lösung ξ(x0, t) explizit zu
kennen. Betrachten wir ein stetig differenzierbarres Vektorfeld v : D 7→ Rk

mit D ⊆ Rk und das zugehörige dynamische System

ẋ = v(x) (3.3)

x(0) = x0 .

Sei für ein festes x0 die Lösung gegeben durch ξ(x0, t). Eine natürliche Art,
asymptotische Stabilität eines Punktes nachzuweisen ist es, zu zeigen, dass
das System mit der Zeit ”Energie“ verliert. Nehmen wir an, wir hätten eine
solche Energiefunktion E : D 7→ R, die in einem Fixpunkt x minimiert
wird. Wenn E entlang jedes Lösungsorbits abnimmt, muss jede Lösung
zwangsläufig nach x konvergieren.

Theorem 10 (siehe z. B. [1]). Betrachte ein dynamisches System wie in Glei-
chung (3.3) und einen Punkt x ∈ D. Der Punkt x ist genau dann asymptotisch
stabil wenn eine Nachbarschaft U von x une eine stetige Funktion E : D 7→ R≥0

so dass E(x) = 0, E(y) > 0 für x 6= y und

E(ξ(x0, t)) < E(x0) wenn x0 6= x, t > 0, und ξ(x0, t′) ∈ U ∀ t′ ∈ [0, t] .

Die Funktion E nennen wir Lyapunov-Funktion. Da wir die Lösung ξ(x0, t)
nicht kennen, ist es zunächst einmal unklar, wie wir testen können, ob die
Eigenschaft E(ξ(x0, t)) < E(x0) erfüllt ist. Die Richtung, in der die Lösung
ξ(·, ·) durchlaufen wird ist bestimmt durch die Richtung des Vektorfeldes
v(x). Um zu testen, ob E(x) in Richtung v(x) abnimmt, benutzen wir den
Gradienten von E an der Stelle x,

∇E(x) =
(

∂E(x)
∂x1

, . . . ,
∂E(x)

∂xk

)
.
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Wenn v(x) in Richtung −∇E(x) zeigt, bedeutet dies, dass E entlang des
Lösungsorbits abnimmt. Ist v(x) orthogonal zu ∇E(x), ist der Lösungsor-
bit tangential zu einer Höhenline von E, d. h. E verändert sich entlang des
Lösungsorbits nicht. Im allgemeinen können wir feststellen, dass E genau
dann abnimmt, wenn v(x) und −∇E(x) einen spitzen Winkel bilden, d. h.
∇E(x) · v(x) < 0. Wir erhalten also das folgende Theorem:

Theorem 11 (Lyapunovmethode). Betrachte ein dynamisches System wie in
Gleichung (3.3) sowie einen Punkt x ∈ D. Wenn es eine Nachbarschaft U von x
sowie eine stetig differenzierbare Funktion E : D 7→ R≥0 gibt, so dass E(x) = 0
und E(x) > 0 für alle y 6= x sowie

∇E(y) · v(y) < 0 ∀y 6= x , (3.4)

dann ist x asymptotisch stabil.

Für den letzen Ausdruck können wir auch einfacher schreiben

∇E(x) · v(x) =
k

∑
i=1

∂E(x)
∂xi

· dxi

dt
= Ė(x) ,

d. h., die Bedingung (3.4) ist äquivalent zu Ė(x) < 0.
Für die Replikatordynamik eignet sich die relative Entropie als Lyapunov-

Funktion. Für einen festen Punkt x definieren wir diese als

Hx(y) = ∑
i∈Supp(x)

xi · ln
(

xi

yi

)
.

Diese Funktion ist definiert für alle y, für die yi 6= 0 für alle i ∈ Supp(x).
Insbesondere ist Hx auf einer Nachbarschaft von x bezüglich ∆ definiert.
Es ist leicht zu sehen, dass die Bedingung Hx(x) = 0 erfüllt ist. Setzen wir
nun die Replikatordynamik (3.1) in die Definition von Hx ein, erhalten wir

Ḣx(y) = − ∑
i∈Supp(x)

xi ·
1
yi
· ẏi

= −λ(y) · ∑
i∈Supp(x)

xi ·
1
yi
· yi · ((Ay)i − y>Ay)

= λ(y) · (y>Ay− x>Ay) .

Wenn x evolutionär stabil ist, ist es auch lokal überlegen (Theorem 9), so
dass für eine Nachbarschaft U von x und alle y ∈ U gilt Ḣx(y) < 0. Der
Schnitt von U mit dem Definitionsbereich von of Hx ist wieder eine Nach-
barschaft von x (relativ zu ∆). Weiterhin ist Hx stetig differenzierbar. Ins-
gesamt sehen wir, dass Hx alle Anforderungen an eine strikte Lyapunov-
Funktion erfüllt.
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Theorem 12 ([6]). Wenn x ∈ ∆ESS, dann ist x asymptotisch stabil in der Repli-
katordynamik (3.1).

Somit sehen wir, dass das Kriterium der evolutionären Stabilität geeig-
net ist, um Strategien zu charakterisieren, die sich durch einen einfachen

”Lernprozess“ und ohne starke Rationalitätsanforderungen ”automatisch“
in einer Population von Individuen einstellen.
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