Wie schnell ist schnell genug?

Beispiel Primzahltabelle
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Q Wozu eine Primzahltabelle?



Verteilung der Primzahlen

2357 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 ...

(n) := Anzahl Primzahlen bis einschlief3lich n




Verteilung der Primzahlen
Funktion (n)
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Von weitem sieht (n) immer ,glatter* aus. Welche stetige
Funktion approximiert (n) am besten (bis ins Unendliche)?
I http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahlsatz



Goldbachsche Vermutung

Goldbach (1742, ungel 6st): jede gerade Zahln 4 ist
darstellbar als Summe zweier Primzahlen

4 =2+2

8 =3+5

10 =3+7 =5+5

24 = 5419 = 7+17 = 11+13

Anzahl Darstellungsmaoglichkeiten:
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Goldbachsche Vermutung

Goldbach (1742, ungel 6st): jede gerade Zahln 4 ist
darstellbar als Summe zweier Primzahlen

Anzahl Darstellungsmdglichkeiten



Primzahltabelle

I Es gibt viele Zwecke, fur die eine Primzahltabelle nétig ist.

Rechenverfahren entwickeln, das eine Primzahltabelle fr
maglichst schnell berechnet!




9 Primzahlen direkt prifen



Primzahlen direkt prifen

ist_prim( n)
Eingabe: natirliche Zahl n
Ausgabe: ja, falls n prim ist, sonst nein

falls n= 2 dann
gebe aus ja

falls n durch 2 teilbarist dann
gebe aus nein

fir i:=3:::n 1 fihre aus: f bis bp ncreicht g
falls n durch i teilbarist dann
gebe aus nein

gebe aus ja



Primzahlen direkt prifen

prufe alle Zahlen 2 ... n, ob sie prim sind

fir k := 2 ::: n fdhre aus:
ist_prim( k)

Laufzeiten (LINUX-PC 3.2 GHz):
n \ 10° 10* 10° 10° 10" 108
Zeit [s] ‘ 0:00 0:00 0:02 05 119 3129

I Nachteil: rechnet jedesmal neu, nutzt keine Vorergebnisse



e Sieb des Eratosthenes



Wer war Eratosthenes?

Eratosthenes von Kyrene
ca. 276-194 v. Chr.

Mathematiker
Astronom
Geograph

Beschaftigte sich mit Dingen wie

@ Berechnung des Erdumfangs
@ Verdopplung des Wiirfels

@ Dreiteilung eines Winkels

@ Primzahlen

http://www-groups.dcs.st-andrews.
ac.uk/"history/
Mathematicians/
Eratosthenes.html



Primzahlen als Tabelle generieren

Grundidee:

erzeuge alle zusammengesetzten Zahlen n
streiche sie (! aussieben)

schreibe die Zahlen 2 ::: n in eine Liste
fur i:= 2 ::: n fuhre aus:
fir k:= 2 ::: n flhre aus:
streiche die Zahl i k aus der Liste

Laufzeiten (LINUX-PC 3.2 GHz):
n ‘ 10® 10* 10° 10°
Zeit [s] ‘ 0:00 0:2 19:4 19434




Analyse des Verfahrens

Feld der erzeugten Zahlen i k (grau):
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Analyse des Verfahrens

nach Ende weggestrichene Zahlen (grau):

alle Zahlen k
mit der einzigen
Darstellung

2 k 1=1 k

3 bleiben Gbrig:




1. Verbesserung

Symmetrie i k = k i ausnutzen

N—r
=~




1. Verbesserung

K
2 3 e o o n
N\
Ko schreibe 2 ::: n in Liste
fur i:= 2 ::: n fuhre aus:
e fur k:= i ::: n fuhre aus:

streiche i k aus Liste




2. Verbesserung

Bedingung i k n benutzen

) ko7

und mit k i

p

n




2. Verbesserung

schreibe 2 ::: n in Liste

far i:=2 ::: flihre aus:
fur k=1 ::; flihre aus:
streiche i k aus Liste



Auswirkungen der Verbesserungen

Laufzeiten (LINUX-PC 3.2 GHz) in Sekunden:

n 104 10° 108 107 108

ist_prim 0:00 0:02 0:5 119 3129

Grundversion | 0:19 19:4 1943:4
1: Verbesserung | 0:10 9:8 9724
2: Verbesserung | 0:00 0:01 0:01 2:3 32:7 4529




3. Verbesserung

im Produkt i k brauchti nur Primzahl zu sein

Beweis: Isti nicht prim, hat es einen Primteiler p < i und es gibt
eine Darstellung i = p g. Dann ist

i k=(pa) k=p(qgk = i°Kk°

miti®= p < i. Also wurde i k bereits vorher als Vielfaches von i°

gestrichen )  nichts mehr zu tun. O
Verbesserung: geht das auch?
schreibe 2 ::: n in Liste
far i:=2::: bIO nc fuhre aus:
fur k:=i ::: bn=ic flhre aus:

streiche i k aus Liste



Analyse der 3. Verbesserung

Satz: Vor der i. Iteration stimmt die Tabelle (mindest.) bis i? 1.

i2-1=3 =8 =15 =24

314 5 6 7 8|9 10 11 12 13 14 15|16 17 18 19 20 21 22 23 24|25 26 27
2 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27
2 3 5 7 11 13 17 19 23 25
2 3 7 11 13 17 19 23 25

D.h. die Tabelle wird quadratisch schnell fertig

Beweis: In der i. Iteration werden nur Zahlen i? gestrichen. Alle
Zahlen 2 ::: i2 1 bleiben bis zum Schluss unverandert
) sie missen hier schon korrekt sein. O

) kann fUr die speziellen i einfach nachschauen!



3. Verbesserung

23 o o o n.

schreibe 2 ::: n in Liste
fur i:=2 ::: bIO nc flihre aus: Sieb des
fir Kk :=i ::: bn=ic fuhre aus:
streiche i k aus Liste

Eratosthenes



4. \Verbesserung

wahrend der i: lteration brauche nur solche k, die noch in der
Liste stehen

Beweis: Steht k nicht in der Liste, so ist es in einer

Voriteration i°< i als Vielfaches k = i® k%gestrichen worden.
Daher wurde i k = i° (i k9 ebenfalls als Vielfaches von i°
gestrichen )  nichts mehr zu tun. O

Verbesserung? es wird aber folgende

schreibe 2 ::: n in Liste Tabelle erzeugt:

B B y :
fur i:= 2 ::: b ncin Liste flhre aus: 2357811 12 13

fur k:=1i ::: bn=ic fuhre aus: 17 19 20 23 27 28
streiche i k aus Liste 29 31 32 37 41 ...



Analyse der 4. Verbesserung

Iteration i = 2 in Zeitlupe:

2 3 4 5 6
k=2 2 3 5 6
k=3 2 3 - 5 [6]
k = 5: 2 3 - 5 -

Problem: k lauft nach rechts
und streicht nach rechts !

Verfahren ,behindert* sich selbst.

lauft

n/i

streicht

~N NN~

8 9 10 11
8 9 10 11
8 9 10 11
8 9 11

L6ésung: muss alle k nehmen,
die zu Anfang der i. Iteration in
der Liste stehen.

Umsetzung: k streicht immer

nach rechts! muss also nach
links laufen.

ik



4. \Verbesserung

23 e o o n.

schreibe 2 ::: n in Liste
fur i:=2 ::: bIO ncin Liste fuhre aus:
fir k:=bn=ic:::i fuhre aus:
streiche i k aus Liste



Auswirkungen der Verbesserungen

Laufzeiten (LINUX-PC 3.2 GHz) in Sekunden:

n 10 107 108

ist_prim 0:5 119 3129

2: Verbesserung | 0:01 2:3 32:7 452:9
3: Verbesserung | 0:02 0:43 54 665
4: \Verbesserung | 0:01 0:15 1.6




5. Verbesserung

starte mit reduzierter Liste: ohne die Vielfachen von 2, 3, 5, 7, ...

bisher: 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

2 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
2,3 2 3 5 7 11 13 17 19 23 25 29 31
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37

verbleibende Arbeit nach Reduzierung

50.0 % 333 % 26.7 % 22.9% 20.8 % 19.2 % 18.1 % 171 %

bisher ohne 2 2,3 25 249 2 41 2 43 2 47 2 49



@ Ergebnisse und Ausblick



n=

reduz. Liste Rechenzeit TabellengroRe
keine 176s 119.2 MByte
ohne 2 33.0s 59.6 MByte
2,3 22.6s 39.7 MByte
2-5 17.8s 31.8 MByte
2-7 14.7s 27.3 MByte
2-11 13.3s 24.8 MByte
2-13 22.9 MByte
2-17 240s 21.6 MByte
2-19 259s 20.4 MByte

Anmerkungen: Die Tabelle wird hier als Array von Bits gespeichert.
Bei Reduzierung kommt Rechenaufwand durch
Indexumrechnungen dazu.



SO gut wie moglich?

nde ein Mindestmaf} fir den Arbeitsaufwand
vergleiche Verfahren damit

Was muf3 das Verfahren am Ende getan haben?
Alle Nichtprimzahlen miussen aus der Tabelle gestrichen sein.
I verwende Anzahl Nichtprimzahlen als MaR3stab

n= Produkte i k Nichtprimzahlen Verhaltnis
Grundversion 1018 9:49 108 1:1 10°
1. Verbesserung 5 107 5:3 108
2. Verbesserung 9:44 10° 9:9
3. Verbesserung 2:55 10° 2:7
4. Verbesserung 9:49 108
5. Verb.: ohne 2 4:49 108 4:49 108
5. Verb.: 2, 3 2:82 108 2:82 108
5. Verb.: 2-13 1:41 108 1:41 108




Ausblick

Was lehrt uns dieses Beispiel?

© einfache Rechenverfahren sind nicht automatisch ef zient ,
@ zu ihrer Beschleunigung muR man sie gut verstehen,

@ es sind oft viele Verbesserungen moglich,

© ihre Bewertung erfordert gutes Gefiihl fur Aufwand

© mathematische Ideen sind oft weitreichender als
computertechnische,

@ Verfahrensoptimierung hat etwas Sportliches ! Spaf!

Vielen Dank fur eure Aufmerksamkeit!
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