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33. Algorithmus der Woche

Mehrheitsbestimmung
Wer wird Klassensprecher?

Autor
Thomas Erlebach, University of Leicester

Heiko sitzt vor einem Stapel von Zetteln. In seiner Klassedeugerade eine Wahl zur Bestimmung
des Klassensprechers (oder der Klassensprecherin) aifittig Alle Schiller haben den Namen ihres
Wunschkandidaten auf einen Zettel geschrieben, und Heiksith freiwillig gemeldet, das Wahlergebnis
zu bestimmen. Zuvor haben sich alle darauf geeinigt, daskaididat nur dann Klassensprecher werden
soll, wenn mehr als die Halfte der Schiler fur ihn gestirhaben. Falls niemand die absolute Mehrheit der
Stimmen bekommen hat, soll die Wahl wiederholt werden. bfeikufgabe ist es jetzt also herauszufinden,
ob irgendjemand mehr als die Halfte aller Stimmen bekomihan

Wie soll Heiko diese Aufgabe erledigen? Er macht sich kehnosgen Gedanken und fangt einfach mit der
naheliegendsten Methode an. Auf ein Blatt Papier will ez &lamen schreiben, fiir die gestimmt wurde,
und zu jedem Namen eine Strichliste machen, die angibt, ftifindiese Person gestimmt wurde. Er
nimmt einen Wabhlzettel nach dem anderen und schaut nacbh&reName darauf steht. Wenn er den
Namen noch nicht auf seinem Blatt stehen hat, so schreilitneauf das Blatt und macht einen Strich
daneben. Wenn der Name dagegen bereits auf dem Blatt stehtasht er bei dem Namen nur einen
zusatzlichen Strich. Als Heiko mit allen Wahlzetteln fgiist, ergibt sich folgendes Bild:

Tobias HH
Anton ||

Heinxz |
Coninna ||

Kevin 1l
Monika  HH HH I
Laura |

Nun sucht Heiko denjenigen Namen, der am meisten Strichehdizahlt diese Striche. Wenn die Anzahl
der Striche mehr als die Halfte der Anzahl Schiler in seiflasse ist, so hat dieser Kandidat die Wahl
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gewonnen. Andernfalls hat niemand eine absolute Mehrhdies muss eine neue Wabhl stattfinden. Heiko
sieht, dass Monika die meisten Stimmen bekommen hat, oari¥l. In Heikos Klasse sind insgesamt 27
Schiler. Da 14 mehr als 13.5 (die Halfte von 27) ist, hat Marie absolute Mehrheit bekommen und

ist somit zur Klassensprecherin gewahlt. Monika war lgietztes Jahr Klassensprecherin und wird die
Aufgabe sicher auch weiterhin gut erledigen. Alle gratgiieMonika zum Gewinn der Wahl.

Spater lasst sich Heiko das Auszahlen der Wahlzettéd roumal durch den Kopf gehen und uiberlegt, wie
gut das von ihm verwendete Verfahren denn war. Er musstgeéien Wahlzettel die Liste aller Namen
auf seinem Blatt durchgehen und dann entweder einen Stigaihem oder den Namen neu in seine Liste
aufnehmen. Bei 27 Wahlzetteln war das kein Problem, abegiber grosseren Wahl wiirde das wohl ganz
schon viel Arbeit machen. Man stelle sich nur eine Wahl minHerten oder Tausenden von Wahlzetteln
vor. Da konnte die Liste der Namen sehr, sehr lang werdenn\Wean einen Wahlzettel bearbeitet, wiirde
es dementsprechend lange dauern herauszufinden, ob deriiéasits in der Liste ist oder nicht. Aul3er-
dem hat Heiko mit seiner Methode viel mehr Informationerdpiert als verlangt: Er hat nicht nur die
Wabhlsiegerin bestimmt, sondern auch noch fur alle Kartdidgezahlt, wie viele Stimmen sie erhalten
haben; letztere Information ware eigentlich gar nichigngewesen, um seine Aufgabe zu losen. Vieleicht
hatte man die Berechnung unnotiger Informationen vedereund die Aufgabe dann mit weniger Aufwand
[6sen konnen. (An dieser Stelle ware noch anzumerkess, elallgemein auch aus Datenschutzgrinden oft
sehr wichtig ist, das unnotige Erheben und Auswerten vaemzu vermeiden und nur die Informationen
zu generieren, die zur Erfullung der gestellten Aufgableadingt notwendig sind; auf diese Weise wird
die Gefahr des Missbrauchs personlicher Daten deutliofpesichrankt. Wir kdnnen hier aber nicht weiter
auf diese Datenschutzproblematik eingehen.)

Heiko hat sich in letzter Zeit etwas mit effizienten Algornitan beschaftigt und weil3 inzwischen, dass es
in vielen Fallen geschickte Verfahren gibt, die deutlichrseller als die naheliegendste Methode sind. Er
beschliel3t daher, der Sache auf den Grund zu gehen und faicthen, ob es eine effizientere Methode
zur Bestimmung der Mehrheit gibt. Zusammen mit Laura, dib sbenfalls fir Algorithmen interessiert,
schlagt Heiko in mehreren Biichern Uiber Algorithmen nathetwas zu diesem Problem zu finden ist.

Majority-Algorithmus

Laura und Heiko finden heraus, dass das Problem, unter N Bteme&las Mehrheitselement (d.h. ein
Element, das mehr als N/2 mal vorkommt) zu bestimmen, urger Namen Majority (Majority ist das
englische Wort fur Mehrheit) behandelt wird. In einem Budhd der folgende Algorithmus beschrieben.

MAJORITY-ALGORITHMUS
e \erwende einen Stapel von Elementen, der anfangs leer ist.

e Phase 1: Bearbeite nacheinander jedes der N gegebenenntdeaine fiihre dabei fur jedeg
Element X das folgende aus:

— Falls der Stapel leer ist, so lege X oben auf den Stapel.

— Andernfalls vergleiche X mit dem obersten Element des $ap@lls X und dieses
Element gleich sind, so lege X oben auf den Stapel; falls didem Elemente nicht
gleich sind, so entferne das oberste Element des Stapels.

e Falls der Stapel leer ist, so melde, dass es kein Mehrhaitegit gibt.

e Phase 2: Andernfalls nimm das oberste Element Y des Stapelzahle, wie oft das Element
unter allen N gegebenen Elementen vorkommt. Wenn Y mehr Asnl vorkommt, so
gib Y als Antwort aus. Wenn Y nicht mehr als N/2 mal vorkomnt,rselde, dass es kein
Mehrheitselement gibt.

Laura und Heiko sind recht verbifft, dass das funktiomesell. Der Algorithmus wiirde das Auszahlen
einer grossen Wahl in der Tat einfacher machen: Bei jedema&tibl miisste man den Namen nur mit
einem einzigen Namen vergleichen, namlich dem Namen auf\d@hlzettel, der oben auf dem Stapel
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liegt. Am Ende misste man zwar noch ein zweites Mal alle Wéttdl durchgehen und zahlen, wie oft der
in Phase 1 bestimmte Name insgesamt vorkommt, aber daswéekeine grol3e Sache. Der Algorithmus
klingt also interessant, aber Heiko und Laura bezweifelohnalass das wirklich funktioniert. Es sieht
so aus, als ob am Ende von Phase 1 irgendein Element oben rauSt@gel liegen konnte, das unter
den letzten Elementen zufallig ein paar mal vorkommt, diiwielleicht ein ganz anderes Element das
Mehrheitselement ist. Sie sind also skeptisch und probideder erst einmal aus, wie der Algorithmus
mit ein paar Beispieleingaben umgeht. Nehmen wir zum Belisi$é Eingabe die folgenden N=7 Elemente
(der Einfachheit halber nehmen wir Buchstaben als Elenente

B,B,A/ACAA

In Phase 1 lauft der Algorithmus wie folgt ab (jede Zeile ttdgenden Tabelle entspricht einem Schritt
des Algorithmus):

Stapel (von unten nach oben) Betrachtetes Element| Aktion

leer B B auf den Stapel legen
B B B auf den Stapel legen
B,B A B vom Stapel entfernen
B A B vom Stapel entfernen
leer C C auf den Stapel legen
C A C vom Stapel entfernen
leer A A auf den Stapel legen
A

Tatsachlich, am Ende liegt ein A auf dem Stapel. Der Aldgoniis wird nun in Phase 2 zahlen, wie oft
A unter den gegebenen Elementen vorkommt. Da A unter den Nemdnten B,B,A,A,C,A A viermal
vorkommt, wird A als Mehrheitselement erkannt und ausgegehuf diesem Beispiel hat der Algorithmus
also richtig funktioniert. Man sieht auch, dass zu jedet Zk¢ Elemente auf dem Stapel gleich sind; das
ist ja eigentlich klar, da der Algorithmus nur dann ein Eletreeuf den Stapel legt, wenn der Stapel leer ist
oder wenn das Element gleich dem obersten Element auf deyel$&a

Was macht der Algorithmus, wenn die Eingabe kein Mehrhleitsent enthalt, also z.B. bei der Eingabe
A,B,C,C? Hier kommt C zwar unter N=4 Elementen zweimal vberaein Mehrheitselement misste ja
echt mehr als N/2 mal vorkommen. Der Algorithmus wiirde ia$thl wie folgt ablaufen:

Stapel (von unten nach oben)| Betrachtetes Element| Aktion

leer A A auf den Stapel legen

A B ein A vom Stapel entfernen
leer C C auf den Stapel legen

C C C auf den Stapel legen
Cc.C

Hier ist am Ende von Phase 1 also ein C oben auf dem Stapel. igtatrsemit, dass Phase 2 des Algorith-
mus wirklich ndtig ist. In Phase 2 zahlt der Algorithmuenlich, wie oft das C in der Eingabe vorkommt.

Da es nur zweimal vorkommt, erkennt der Algorithmus richtigss die Eingabe kein Mehrheitselement
enthalt.

Wie ware es mit einer Eingabe der Form A,A,A,B,B, bei der amd&ein anderes Element als das Mehr-
heitselement oft vorkommt? Auch hier lal3t sich der Algarus nicht tauschen:
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Stapel (von unten nach oben) Betrachtetes Element| Aktion

leer A A auf den Stapel legen
A A A auf den Stapel legen
AA A A auf den Stapel legen
AAA B A vom Stapel entfernen
AA B A vom Stapel entfernen
A

Am Ende liegt ein A oben auf dem Stapel, also findet der Alparits auch hier wieder das korrekte
Mehrheitselement. Irgendwie scheint der Algorithmus aisdieicht doch richtig zu sein, obwohl Laura
und Heiko immer noch nicht richtig verstehen, wieso er dfif@nfunktioniert. Die beiden schauen noch
einmal in das Algorithmenbuch. Dort finden sie einen Bewgigife Korrektheit des Algorithmus. Zuerst
scheint der Beweis recht kompliziert und schwer nachzamiedien, doch Laura und Heiko arbeiten ihn
ein paar mal durch und helfen einander, indem sie sich geg&ndie Teile des Beweises erklaren, die
sie jeweils schon verstanden haben. Am Ende verstehen aiemwder Algorithmus tatsachlich immer
funktioniert.

Korrektheit des Majority-Algorithmus

Der Korrektheitsbeweis fur den Majority-Algorithmuski sich wie folgt zusammenfassen. Wenn der Al-
gorithmus ein Mehrheitselement X ausgibt, so muss dieses &t tatsachlich das richtige Mehrheits-
element sein, da der Algorithmus in Phase 2 ja bestatigtdaats X mehr als N/2 mal vorkommt. Somit
kdnnte der Algorithmus also nur dann ein falsches Ergelefisrn, wenn die Eingabe ein Mehrheitsele-
ment X enthalt, am Ende von Phase 1 aber entweder der Séapédi oder ein anderes Element als X oben
auf dem Stapel liegt (und der Algorithmus dann ausgebedeyittass es kein Mehrheitselement gibt). Die
folgendenUberlegungen zeigen, dass dieser Fall nie eintreten kann.

Betrachten wir eine beliebige Eingabe mit N Elementen,noié@en mehr als N/2 Elemente gleich X sind.
Nehmen wir an, dass am Ende von Phase 1 des Algorithmus kelmeX auf dem Stapel liegt. Da der
Stapel immer lauter gleiche Elemente enthalt, liegt aledeade von Phase 1 Uiberhaupt kein X am Stapel.
Dann muss jedes X eines der folgenden beiden Schicksaterifiaben:

1. Als X bearbeitet wurde, enthielt der Stapel ein oder mehEdéemente ungleich X. Daher wurde X
nicht auf den Stapel gelegt, sondern ein Element Y vom Stagédrnt.

2. Als X bearbeitet wurde, war der Stapel leer oder enthildtriente gleich X. Daher wurde X auf
den Stapel gelegt. Da am Ende von Phase 1 kein X mehr am Stgiehtuss nach diesem X spater
einmal ein Element Z gekommen sein, das dazu gefuhrt hsg,dlases X wieder vom Stapel entfernt
wurde.

GemaR diesebiberlegungen kann man jedes Element gleich X also eineméfieangleich X zuordnen:

In Fall 1 wird X dem betreffenden Element Y zugeordnet, iml Badem betreffenden Element Z. Weiter
sieht man, dass keine zwei Elemente X auf diese Weise deemsélbment ungleich X zugeordnet werden.
Es folgt also, dass es mindestens so viele Elemente ungfegiht wie es Elemente gleich X gibt. Da es
insgesamt nur N Elemente gibt, ist dies ein Widerspruch zwdeaussetzung, dass es mehr als N/2 viele
Elemente gleich X gibt. Die Annahme, dass am Ende von PhasnXkoben auf dem Stapel liegt, fuhrt
also auf einen Widerspruch und muss somit falsch sein. gsdaher, dass am Ende von Phase 1 wirklich
ein X oben auf dem Stapel liegt und der Algorithmus somit &kiriX als Mehrheitselement erkennt.

Wie viele Vergleiche sind rtig?
Es ist auch interessant zu betrachten, wie viele Verglaialischen Elementen ein Algorithmus zur Mehr-

heitsberechnung machen muss, bis das Ergebnis bestimmilsistergleich bezeichnen wir hier die Ope-
ration, die pruft, ob zwei Elemente gleich sind oder niér oben beschriebene Majority-Algorithmus
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machtin Phase 1 hochstens N-1 Vergleiche: Das erste Etemrerja einfach ohne einen Vergleich auf den
Stapel gelegt, und jedes andere Element wird hochsterdemitElement oben auf dem Stapel verglichen.
Phase 2 kann ebenfalls leicht mit N-1 Vergleichen realisierden. Insgesamt macht der Algorithmus also
auf einer Eingabe mit N Elementen hochstens 2N-2 Vergéeich

Da stellt sich natirlich die Frage: Geht es besser, d.hwmitiger als 2N-2 Vergleichen? Die Antwort
ist ja, denn die folgende Abwandlung des Majority-Algoniths kommt immer mit hochsteri8N/2]-2
Vergleichen aus. (Die Notation| bezeichnet hier den zur nachsten ganzen Zahl aufgerumdéts; fir
N=5 gilt zum Beispiel[3N/2| = [15/2] = [7,5] = 8, und fur N=6 hatten wif3N/2] = [18/2] = [9] = 9.)

VERFEINERTERMAJORITY-ALGORITHMUS
1. Verwende zwei Stapel von Elementen, die anfangs beidesiled

2. Phase 1: Bearbeite nacheinander jedes der N gegebemaarfiéeund flhre dabei fur jedes
Element X das folgende aus:

e Falls Stapel 2 nicht leer ist und X gleich dem Element obenStapel 2 ist, so lege X
auf Stapel 1.

e Andernfalls lege X auf Stapel 2 und, falls Stapel 1 nicht lestr entferne auch das
oberste Element von Stapel 1 und lege es auf Stapel 2.

3. Nimm an, dass am Ende von Phase 1 ein Y das oberste Eleni@tapel 2 ist.
4. Phase 2: Solange Stapel 2 nicht leer ist, wiederholerfidig®perationen:

e \ergleiche das oberste Element auf Stapel 2 mit Y.

e Falls die beiden Elemente gleich sind, entferne die beitlensten Elemente von Stape
2. (Falls Stapel 2 nur ein Element enthalt, entferne es vapeb2 und lege es auf Stapsl|
1.)

e Andernfalls (d.h. falls die beiden Elemente nicht gleiatd$ientferne das oberste Ele-
ment von Stapel 1 und das oberste Element von Stapel 2. @alfel 1 leer war und
daher kein Element von Stapel 1 entfernt werden kann, sariare und gib aus, dass
es kein Mehrheitselement gibt.)

5. Falls Stapel 1 nicht leer ist, gib Y als Mehrheitselemerst &ndernfalls gib aus, dass es kein
Mehrheitselement gibt.

Um den verfeinerten Majority-Algorithmus besser zu verste betrachten wir einmal, wie bei ihm auf der
Eingabe

B,B,A/ACDAAA

die Phase 1 ablauft:

Stapel 1 (von unten| Stapel 2 (von unten| Betrachtetes Ele-| Aktion

nach oben) nach oben) ment

leer leer B B auf Stapel 2 legen

leer B B B auf Stapel 1 legen

B B A A auf Stapel 2 legen, ein B von
Stapel 1 auf Stapel 2 legen

leer B,AB A A auf Stapel 2 legen

leer B,A,B,A C C auf Stapel 2 legen

leer B,A,B,A,C D D auf Stapel 2 legen

leer B,A,B,A,C,.D A A auf Stapel 2 legen

leer B,A,B,A,C,D,A A A auf Stapel 1 legen

A B,A,B,A,C,D,A A A auf Stapel 1 legen

AA B,A,B,A,C,D,A
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Wir sehen, dass das Mehrheitselement A am Ende von Phasaédhtth oben auf Stapel 2 liegt. Phase 2

lauft nun wie folgt ab:

Stapel 1 (von unten| Stapel 2 (von unten| Aktion

nach oben) nach oben)

AA B,A,B,A,C,D,A Element oben auf Stapel 2 ist gleich A (das muss au-
tomatisch so sein, da wir A ja als das Element gewahlt
haben, das am Ende von Phase 1 oben auf Stapel 2
lag), also entferne zwei Elemente (D,A) von Stapel 2

AA B,AB,A,C Element C oben auf Stapel 2 ist ungleich A, also ent-
ferne ein Element von Stapel 2 und ein Element von
Stapel 1

A B,AB,A Element oben auf Stapel 2 ist gleich A, also entferne
zwei Elemente (B,A) von Stapel 2

A B,A Element oben auf Stapel 2 ist gleich A, also entferne
zwei Elemente (B,A) von Stapel 2

A leer

Nun ist der Stapel 2 leer, und Phase 2 endet somit. Da Stagehtlleer ist und ein A enthalt, gibt der
Algorithmus korrekt das Mehrheitselement A aus. Wir sehathadass der Algorithmus in Phase 2 nur
4 Vergleiche gemacht hat. Beim ersten der vier Vergleiche des Ergebnis des Vergleichs au3erdem
sowieso klar, es mussten also in Phase 2 nur drei echte \@rglgemacht werden.

Wir wollen kurz skizzieren, wieso der verfeinerte Majorygorithmus richtig funktioniert. Die Rolle des
Stapels aus dem ersten Majority-Algorithmus wird hier imséfetlichen von Stapel 1 zusammen mit dem
obersten Element von Stapel 2 ubernommen. Ferner gils, Stapel 1 immer identische Elemente enthalt
(die auch gleich dem obersten Element auf Stapel 2 sind) assl auf Stapel 2 niemals zwei gleiche Ele-
mente direkt aufeinander zu liegen kommen. Daraus folgs dan Ende von Phase 1 das Element Y oben
auf Stapel 2 der einzige Kandidat fur das Mehrheitselensénn jeder Iteration von Phase 2 werden dann
zwei Elemente entfernt, von denen eines (aber niemals boglieieh Y ist. Y ist also genau dann das Mehr-
heitselement, wenn am Ende von Phase 2 der Stapel 1 nichisi¢drh. noch mindestens ein Y enthalt).
Somit folgt die Korrektheit des verfeinerten Majority-Algthmus. Ferner macht der Algorithmus in Phase
1 hochstens N-1 Vergleiche und in Phase 2 hochdtiefiz]-1 Vergleiche (davon kann man sich Uberzeu-
gen, indem man in Betracht zieht, dass in jeder IterationRioase 2 mit einem Vergleich zwei Elemente
entfernt werden; das lal3t sich auch an dem obigen Beisptebgpbachten). Somit sieht man, dass der
Algorithmus insgesamt hochstefi3N/2|-2 Vergleiche braucht, um das Mehrheitselement zu bestimme
(oder herauszufinden, dass es keines gibt).

Geht es noch besser? Dieses Mal ist die Antwort nein! Man kaigen, dass jeder Algorithmus auf man-
chen Eingaben mit N Elementen mindestéBN/2]-2 Vergleiche machen muss, um das Mehrheitselement
zu bestimmen. Besser als der verfeinerte Majority-Aldnitis geht es also im allgemeinen bezuglich der
Anzahl der Vergleiche nicht.

Sowohl der verfeinerte Majority-Algorithmus als auch demiis, dass jeder Algorithmus zur Mehrheits-
bestimmung auf manchen Eingaben mindesf8h82]-2 Vergleiche machen muss, wurden bereits im Jahr
1982 von M.J. Fischer und S.L. Salzberg Journal of Algorithmseiner internationalen Fachzeitschrift
fur Algorithmen, vorgestellt.

Anwendungen und Erweiterungen

Das Problem der Bestimmung des Mehrheitselements tritit mier bei der Auswertung von Wahlen auf,
sondern auch in ganz anderen Anwendungen. Zum Beispielrkanrsicherheitskritische Berechnungen,
bei denen ein korrektes Ergebnis extrem wichtig ist, von idel@iedenen Prozessoren unabhangig vonein-
ander ausfuhren lassen und am Ende unter allen N ErgebrdaseMehrheitselement bestimmen und als
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Ergebnis verwenden. Auf diese Weise bekommt man immer daggé Ergebnis, sofern weniger als die
Halfte der N Prozessoren Fehler haben und ein falschebEigkefern.

Das Mehrheitselement unter N Elementen ist das Elementineés als N/2 mal vorkommt. Etwas all-
gemeiner kann mahaufige Elemente betrachten, die mehr als N/K mal vorkommen, wobein¢ feste
Zahlist. Fur K=10 etwa sind das die Elemente, die mehr al®Mdal vorkommen. Interessant sind haufi-
ge Elemente zum Beispiel bei der Beobachtung des Daterivark®a Internet, wo man gerne wissen
mochte, welche Anwendungen oder welche Benutzer den enei&rkehr produzieren. Da die Datenpa-
kete extrem schnell bearbeitet werden missen, ist hieAlgiorithmus notig, der jedes neue Datenpaket
in kiirzestmoglicher Zeit erledigt. Der Majority-Algdiimus lasst sich auf solche Problemstellungen ver-
allgemeinern; dies wird in dem ArtikgFrequency Estimation of Internet Packet Streams with ldchit
Space” von Erik D. Demaine, Alejandro Lopez-Ortiz und lanivtubeschrieben, der im Jahr 2002 auf der
Konferenz ESA European Symposium on Algorithnvergestellt wurde.

Was konnen wir aus diesem Beispiel lernen?

¢ Die naheliegendste Methode ist nicht automatsitizient

Oft gibt es geschickte Algorithmen, die dieselbe Aufgabeviel weniger Aufwand l6sen kdnnen.

Es ist nicht immer leicht zu sehen, dass ein Algorithmusatdtich immer dasichtige Ergebnis
liefert.

Manchmal kann man zeigen, dass es unmdglich ist, einenbesgeren Algorithmus fur ein Problem
zu finden.

Autoren:

e Dr. Thomas Erlebach
http://www.cs.le.ac.uk/people/tel7/

Weiterfihrende Materialien:

e Foliensatz des Beitrags (ppt, mit Animationen)
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/ algorithmus/Algorithmen/algo33/
Mehrheitsbestimmung.ppt

e Foliensatz des Beitrags (pdf, ohne Animationen)
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo33/
Mehrheitsbestimmung.pdf
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