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40. Algorithmus der Woche

Das Travelling Salesman Problem
oder die optimale Tour fir den Nikolaus

Autor
Stefan Naher, Universitat Trier

Das Problem des Handlungsreisenden

Das Travelling Salesman Problem (TSP) ist eines der be&atart und meist untersuchten Optimierungs-
probleme. Es stellt sich wie folgt. Eidandlungsreisendesoll in einerRundreisgauch Tour genannt)
vorgegebene Stadte besuchen. Er startet dazu in einer @&sdte, besucht nacheinander die restlichen
Stadte, und kehrt schlie3lich zu seinem AusgangspunkitkubDas eigentliche Optimierungsproblem be-
steht darin, die Rundreise so zu planen, dass ihre Gesayattainimiert wird. Die Entfernungen zwischen
allen Paaren von Stadten sind hierzu (z.B. in Form eineell@bgegeben. Neben den tatsachlichen geo-
metrischen Abstanden kann es sich dabei auch um Reisepeiéz um andere Kosten (z.B. fur Treibstoff)

handeln. Ziel ist also, die Rundreise so zu planen, dass dsar@reiseweg bzw. die Reisezeit oder aber
die insgesamt anfallenden Kosten minimiert werden.

Wegen des aktuellen Anlasses in dieser Woche betrachtedteinativ das Problem des Nikolaus, der sei-
ne Rundreise zum Verteilen der Geschenke so optimierehtagtass er diese Aufgabe in einer Nacht er-
ledigen kann. Wir werden bald sehen, dass der arme Nikdellst wenn er die modernsten und schnells-

ten Computer zur Verfigung hatte, alleine fur die Plapamer optimalen Rundreise sehr sehr lange Zeit
warten misste.

Das liegt daran, dass das TSP-Problem zu einer Klasse vosd®hierigen Problemen gehort, den soge-
nannten NP-vollstandigen Problemen. Fir diese Probistrkein effizienter Algorithmus bekannt. Es wird

vielmehr angenommen, dass jeder deterministische Alguatis zur exakten Losung dieser Probleme min-
destens exponentiell viele Rechenschritte ausfuhresnBis heute existiert jedoch kein mathematischer
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Beweis fur diese Vermutung. Fur spezielle Varianten v@PTund zur Berechnung von Naherungslosun-
gen, die auch Rundreisen erlauben, die etwas teurer sidgealptimale Tour, sind allerdings sehr schnelle
Algorithmen bekannt.

3: A-B-D-C-A

4: A-D-C-B-A 5: A-D-B-C-A 6: A-C-D-B-A

Abbildung 1: Alle mdglichen Rundreisen fur 4 Stadte

Das TSP-Problem tritt in der Praxis in vielen AnwendungenTdilproblem auf. Hierzu gehoren z.B.
Optimierungsprobleme in der Verkehrsplanung und Logistiker beim Entwurf integrierter Schaltungen
und Mikrochips. Man kann auch andere Probleme aus der KéissidP-vollstandigen Probleme auf TSP
zurtickfuhren.

Wir werden zunachst eine sehr einfache Strategie zur emdkisung von TSP untersuchen, die sogenannte
brute-forceTechnik (wir nennen sie auch Holzhammermethode), und reige katastrophal langsam ein
Algorithmus mit exponentieller Laufzeit sein kann.

Die Holzhammer-Methode

Die “Holzhammer-Methode”, die audirute-forceoder naive Methode genannt wird, ist der einfachste Al-
gorithmus zur exakten Losung von TSP. Er betrachtet naaher alle moglichen Rundreisen, berechnet
fur jede die Gesamtlange und ermittelt durch Vergleichsteerhaltenen Werte die kiirzeste Tour. Leider
wachst aber die Zahl aller mdglichen Rundreisen mit stedgr Zahh der gegebenen Stadte sehr schnell.
Man kann sich leicht iiberlegen, dass es insgegamtl)! =2-3-4-.... (n— 1) verschiedene Moglich-
keiten gibt,n Orte mit einer Rundreise zu besuchen: jede Rundreise museén Stadt (z.B. der ersten)
beginnen, die restlicham— 1 Stadte in irgendeiner Reihenfolge besuchen, und dardewiir ersten Stadt
zuriickkehren. Es gibt aber gengu— 1)! Moglichkeiten, die restlicheiin — 1) Stadte nacheinander auf-
zuzahlen (man spricht auch von der Zahl der Permutatioidatjildung 1 zeigt die 6= (4— 1)! moglichen
Rundreisen fur 4 Stadte A,B,C,D.

Bei den unteren drei Touren handelt es sich, wie man leieht,gim Umkehrungen der oberen drei Touren,
so dass man eigentlich nur fur die Halfte der RundreiserGdiamtlangen ausrechnen muss.rBstadten
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Stadte| mogliche Rundreisen Laufzeit

3 1 1 msec

4 3 3 msec

5 12 6 msec

6 60 60 msec

7 360 360 msec

8 2.520 2,5 sec

9 20.160 20 sec

10 181.440 3 min
11 1.814.400 0,5 Stunden
12 19.958.400 5,5 Stunden
13 239.500.800 2,8 Tage
14 3.113.510.400 36 Tage
15 43.589.145.600 1,3 Jahre
16 653.837.184.00( 20 Jahre

Tabelle 1: Anzahl der moglichen Rundreisen und Laufzeit

muss der Algorithmus alsé- (n—1)! Rundreisen betrachten. Es gibt Ubrigens auch VarianbennsP
ohne diese Symmetrie-Eigenschaft. Dann muss man taitsieltie Touren untersuchen.

Tabelle 1 zeigt, wie gewaltig schnell die Zahl der Rundnmeisst steigendenm wachst. Die letzte Spalte
gibt eine Abschatzung fiir die Laufzeit eines Programmsadas TSP mithilfe der Holzhammermethode
zu losen versucht. Dabei wird angenommen, dass die Beanigeginer einzigen Rundreise etwa eine
Millisekunde Zeit benotigt. Die letzte Zeile der Tabelkeigt, dass ein solches Programm fur die Losung
eines TSP-Problems mit nur 16 Stadten mehr als eine halben®n Rundreisen betrachten muss und
so uber 20 Jahre Rechenzeit benotigt. Laufzeiten im Mimogreich sind nur fur Probleme mit maximal
10 Stadten moglich. Im 15. Algorithmus der Woche tritt @imliches Problem mit einer extrem schnell
wachsenden Anzahl von Moglichkeiten auf.

Dynamisches Programmieren

Eine Technik, die in der Informatik und insbesondere beinwknf von Algorithmen sehr haufig eingesetzt
wird, ist dieRekursionDabei versucht man, die Losung eines Problems auf kleifeybleme der gleichen
Art zurtickzufuihren, siehe auch den 3. Algorithmus der idodas sogenanni2ynamischen Program-
mierenist eine spezielle Variante dieser Technik, bei der man gwaaresultate von rekursiv definierten
Teilproblemen in einer Tabelle verwaltet.

Wir nehmen an, dass dieStadte mit den Zahlen von 1 bisdurchnummeriert sind, d.h. wir kbnnen die
Menge der Stadte als Men§e={ 1,2,...,n } schreiben, und dass die Entfernungen oder Kosten in einer
TabelleDIST gegeben sind, d.lDISTJi, j] bezeichnet die Entfernung von Stadtach Stadfj. Da eine
Rundreise in jeder beliebigen Stadt beginnen und enden kahmen wir zur Vereinfachung an, déesde
Rundreise in der Stadt 1 beginnt, dann zu einer Stad{ 2,...,n } fuhrt, dann alle restlichen Stadte
{2,...,i—1ji+1,...,n } besucht, und schlie3lich zur Stadt 1 zuriickkehrt.

Seii eine beliebige Stadt unileine Menge von Stadten. Dann definikfe A) als die Lange eines kirzes-
ten Weges

e derin der Stadi beginnt,
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e jede Stadtin der Meng& genau einmal besucht,

e und in Stadt 1 endet.
Fur die Berechung déxr(i, A)-Werte sind folgende Beobachtungen nitzlich.

1. Firjede Stadte Sist L(i,0) = DISTJi, 1].
Esistklar, dass der kiirzeste Weg varach 1, der keine andere Stadt besucht, die direkte Verbgdu
voni nach 1 ist.

2. Fur jede Stadte Sund TeilmengeA C S\ {1,i}:
L(i,A) =min{DIST[i, j] +L(j,A\{j}) | i€ A}.
Wenn die Menge nicht leer ist, dann kann man den optimalen Weg wie folgt relkudefinieren.
Probiere fur all§ € A den Weg aus, der vdraus zunachst naghfiihrt. Fur den besten dieser Wege
muss gelten, dass auch der Rest des Wegesj(mach 1) optimal ist. Dieser hat aber nach unserer
Definiton die Lange.(j,A\ {j}).

3. L(1,{ 2,...,n}) ist die Lange einer optimalen Rundreise.
Dies folgt aus der Tatsache, dass jede Rundreise in der Sfaeginnt, dann alle anderen Stadte
besucht und schlie3lich nach 1 zuriickkehrt.

Aus diesen Beobachtungen folgt ein rekursiver Algorithnues die Werte vo (i, A) fur immer groRere
TeilmengenA in eine Tabelle eintragt. Dabei ist der FAlE= 0 die Verankerung der Rekursion.

Algorithmus TSPMIT DYNAMISCHER PROGRAMMIERUNG
1 fori:=1tondol(i,0):= DIST]i,1] endfor;
2 fork:=1ton—1do
3 forall AC S\ {1} with |A] =kdo

4 fori:=1tondo

5 if i ¢ Athen

6 L(i,A) =min{DIST]i, j] +L(j,A\{j}) | j €A}
7 endif

8 endfor

9 endfor

10 endfor
11 return L(1,{2,...,n});

Der Algorithmus filllt eine Tabelle mit Zeilen { = 1,...,n) und maximal 2 Spalten (fur alle Teilmengen
der Grofé&k <= n—1), d.h. die Tabelle enthalt maximai2" Eintrage. Pro Eintrag wird eine Minimumssu-
che Uiben Werte ausgefiihrt (Zeilen 4 bis 7). Damit wird Zeile 6 des@ithmus maximah-n-2"=n?2. 2"
mal ausgefuhrt.

Tabelle 2 zeigt, wie sich diese Zahl mit wachsendeemtwickelt. Au3erdem gibt sie in der letzten Spalte
eine Abschatzung fur die Laufzeit, wenn wir annehmensdis Berechnung eines Tabelleneintrags eine
Millisekunde Zeit kostet. Man sieht, dass die Laufzeit immech mehr als exponentiell rmtwachst. Al-
lerdings ergibt sich im Vergleich zur Holzhammer-Methodeld schon eine gewaltige Verbesserung. Die
Zeit zur Berechnung einer optimalen Rundreise durch 16t8taat sich von 20 Jahren auf 5 Stunden ver-
ringert. Hinweis Ein ernstes Problem beim Dynamischen Programmierendsexfionentiell wachsende
Tabelle und der damit verbundene Speicherbedarf.
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n Stadte| GroRe der Tabellen?-2") | Laufzeit

3 72 72 msec

4 256 0,4 sec

5 800 0,8 sec

6 2304 2,3 sec

7 6272 6,3 sec

8 16.384 16 sec

9 41.472 41 sec
10 102.400 102 sec
11 247.808 4,1 Minuten
12 589.824 9,8 Minuten
13 1.384.448 23 Minuten
14 3.211.264 54  Minuten
15 7.372.800 2 Stunden
16 16.777.216 4,7 Stunden

Tabelle 2: GroRRe der Tabelle und Laufzeit

Naherungsbsungen

Der Ansatz des Dynamischen Programmierens hat zwar eirtee¥serung der Laufzeit bewirkt. Aber
diese istimmer noch exponentiell und daher fur grof3e Wemten vollig unbrauchbar. Auch der gewaltige
Speicherbedarf ist ein Problem. In diesem Abschnitt lemmierein Verfahren kennen, das nicht unbedingt
die optimale Rundreise findet, aber eine relativ gute Lgserechnet. Genauer gesagt, der nun vorgestellte
Algorithmus findet eine Rundreise, dieeht mehr als doppelt so langie die kiirzeste Reise ist. Ein solches
Verfahren nennt man auch eikkeuristik

Abbildung 2: Der vollstandige Graph aller direkten Reisge

Wir modellieren hierzu TSP als ein Problem auf einem Graphetei die Knoten die Stadte darstellen
und eine Kante zwischen zwei Knotennd j die direkte Reise vonnachj beschreibt und entsprechend
mit der Distanz bzw. den Kosten furr diese Reise beschisfteba beim TSP-Problem fur jedes Paaj)

von Stadten eine direkte Reise vionachj moglich ist, handelt es sich bei dem so konstruierten Geaph
G = (V,E) um denvollstandigen Graphender alle Knotenpaare als Kanten enthalt, &h-V x V. Eine
Rundreise wird in diesem Modell durch einen Kreisdargestellt, der jeden Knoten genau einmal enthalt.
Ein solcher Kreis wird auch aldamilton-Kreisbezeichnet.
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Abbildung 3: Der minimal aufspannende Baum

Es gibt einen einfachen Zusammenhang zwischen moglichadreisen (d.h. Hamilton-Kreisen) und spe-
ziellen Teilgraphen vofs, den sogenannen aufspannenden BaumeralEgpannender Bauist ein kreis-
freier Teilgraph, der alle Knoten vo& miteinander verbindet. Eiminimal aufspannender Bauist ein
aufspannender Baum, dessen Gesamtkosten (d.h. die Sutem€aadtenkosten) minimal sind.

Wenn man aus einer Rundreise eine beliebige Kante entfgretrhalt man einen sogenanntdéamilton-
Pfad Da ein Hamilton-Pfad die Bedingungen eines aufspanneBdemes erfillt (ein kreisfreier Teil-
graph, der alle Knoten miteinander verbindet), sind de§sesamtkosten mindestens so grof wie die ei-
nes minimal aufspannenden Baumes. Mit anderen Worten,eBar@tkosten eines minimal aufpannenden
Baumes sind kleiner oder gleich den Gesamtkosten einesibgkithen Hamilton-Pfades und damit auch
einer optimalen Rundreise.

Abbildung 4: Einmal um den Minimum-Spanning-Tree

Algorithmen zur Berechnung eines minimal aufspannendemis wurden im Rahmen des Algorithmus
der Woche bereits im 21. Algorithmus der Woche behandedis®RAlgorithmen sind sehr effizient. Der teu-
erste Schritt ist das Sortieren der Kanten nach ihren Kostesgehend von einem minimal aufspannenden
Baum kann man nun sehr leicht eine TSP-Tour berechnen. Distavalige Verfahren wird in den folgen-
den Schritten beschrieben. Die dazugehorigen Abbildungerden mit einem Programm erzeugt, das
man von der Seitéttp://www-1il.informatik.rwth-aachen.de/ algorithmus/Algorithmen/
algo40/tsp.exe herunterladen kann.

Algorithmus:

1. Konstruiere den vollstandigen Grapher- (V,E) wobeiV die Menge der Stadte ist uid=V xV
(siehe Abbildung 2).
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Abbildung 5: Die Minimum-Spanning-Tour

2. Berechne einen minimal aufspannenden Bduron G. Dabei sind die Kosten einer Kanfe w)
gleich der Entfernung zwischen den Stadamdw (DIST[v,w]). Abbildung 3 zeigt das Ergebnis
dieses Rechenschrittes fiir unser Beispielproblem.

3. Im nachsten Schritt konstruiert man aus dem Bdueine erste Tour, indem mdaneinfach entlang
seiner Kanten einmal umrundet (siehe Abbildung 4). Die Gelsenge dieser Reise ist offensichtlich
genau doppelt so grof3 ist wie die Kosten vigrda man jede Kante zweimal verwendet. Aus unseren
Voruiberlegungen schliel3en wir, dass die GesamtlangedRReise hochstemoppelt so grolvie
die Lange einer optimalen TSP-Rundreise ist.

4. Die im letzten Schritt konstruierte Tour ist offensiattl nicht optimal und eigentlich sogar keine
korrekte Rundreise, da sie jeden Knoten zweimal besuchi.kdan sie aber leicht in eine korrekte
und im allgemeinen auch kiirzere Rundreise umwandelnpindan jeweils drei aufeinanderfolgen-
de Knotera, b, c untersucht und testet, ob man die beiden Kaater> b — c durch die Abkiirzung
a — cersetzen kann, ohne dass der Kndtésoliert wird. Das Resultat dieses Schrittes sehen wir
in Abbildung 5

Stadte| Laufzeit

100 | 0,01 sec
200 | 0,08 sec
300 | 0,36sec
400 | 1,30sec
500 | 3,62sec
600 | 8,27 sec

700 | 16,07 sec
800 | 29,35 sec
900 | 50,22 sec
1000 | 85,38 sec

Tabelle 3: Laufzeit der MST-Heuristik

Tabelle 3 zeigt die Laufzeit des MST-Algorithmus fir Zlifhausgewahlte Stadte. Das hier verwendete
Programm kann in einer Millisekunde einen minimal aufsgantien Baum fur einen Graphen mit 1000
Kanten berechnen. Wie man sieht, findet der Algorithmus Bigeerungslosung fir 1000 Stadte in etwa
einer Minute. In weiteren Bearbeitungsschritten kann marRiindreise weiter verbessern. Es existieren
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viele Heuristiken, um dies zu erreichen, z.B. @a®PT Verfahren, das wie folgt arbeitet. Man betrachtet
jeweils 2 Kanten der berechneten Tour, sagenAwvi— B undC — D. Wenn man diese beiden Kanten
entfernt, zerfallt die Tour in zwei Teilstlicke v@nachC und vonD nachA. Dann wird getestet, ob man
diese Teile durch Einfugen der KantArn— C undD — B zu einer kiirzeren Tour zusammenfiigen kann.

Einige Bemerkungen zum Schluss:

e Es gibt eine Reihe weiterer Heuristiken, die oft zu sehr g@Esyebnissen fihren und haufig sogar
die optimale Rundreise liefern.

e Auch bei der Berechnung von exakten Losungen fur TSP hat imaen letzten Jahren erhebli-
che Fortschritte erzielt. Es gibt mittlerweile Programmie, TSP-Probleme mit mehreren tausend
Stadten in wenigen Stunden Rechenzeit exakt [6sen kbnne

e Im schlechtesten Fall bleibt das TSP-Problem sehr schgvdlP-vollstandig) und erfordert expo-
nentiell viele Rechenschritte.

Autoren:

e Prof. Dr. Stefan Naher
http://www.informatik.uni-trier.de/ naeher/

Weiterfihrende Materialien:

e Ein Demo-Programm, mit dem die Abbildungen dieses Artikeleugt wurden
http://www-il.informatik.rwth-aachen.de/"algorithmus/Algorithmen/algo40/tsp.
exe

Externe Links:

e Wikipedia: Problem des Handlungsreisenden
http://de.wikipedia.org/wiki/Problem_des_Handlungsreisenden

e Eine Einfuhrung von Grotschel und Padberg (Spektrum des&vischaft)
http://elib.zib.de/pub/UserHome/Groetschel/Spektrum/index2.html

Das Travelling Salesman Problem Seite 8von 8 Stefan Naher



