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Vertex Cover

Fur viele Entscheidungsproblem gibt es ein korrespondierer
des Optimierungsproblem und umgekehrt. Wir betrachten ei
Beispiel.

SeiG = (V, E) ein Graph. Eine Teilmenge der KnotéhC
V wird als Vertex-Cover(Knoterilberdeckung) bezeichnet,
falls jede Kante au&’' inzident zu einem Knoten aus ist.

VERTEX-COVER (VO):

Gegeben sei ein Grapfi und eine Zahk € N.

Es ist zu entscheiden, ob es ein Vertex-Cover der
Kardinalitat k& gibt.

MIN-VERTEX-COVER (MIN-VC):
Gegeben sei ein GrapH. Gesucht ist ein Vertex-
Cover kleinster Kardinalét.



Berthold Vocking, RWTH Aachen, 7. Januar 2006

NP-harte Optimierungsprobleme:

e Ein Entscheidungs- bzw. Optimierungsprobléhist
polynomialzeit-reduzierbar auf ein Entscheidungs- bzw.
Optimierungsproblenil’, falls ein Polynomialzeit-
Algorithmus fir IT" einen Polynomialzeit-Algorithmus
fur II liefert. Offensichtlich ist VC polynomialzeit-
reduzierbar auf MIN-VC.

e Ein Entscheidungs- bzw. Optimierungsprobléhwird
alsNP-hart bezeichnet, falls alle (Entscheidungs)problen
aus NP polynomialzeit-reduzierbar duifsind. Wir wis-
sen, VC ist NP-hart und polynomialzeit-reduzierbar auf
MIN-VC. Wegen der Transitivdt von Polynomialzeit-
Reduktionen folgt somit, dass auch MIN-VC ein NP-
hartes Problem ist.

e Unter der Annahme B NP gibt es keinen Polynomialzeit-
Algorithmus fir NP-harte Optimierungsprobleme. Des-
halb interessieren wir ungif Approximationsalgorithmen,
die in polynomieller Zeit eine Bherungsisung mit ga-
rantierter Gite berechnen.
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Approximationsalgorithmen:

Approximationsalgorithmen berechnen typischerweisétnic
die optimale losung, sondern einedlsung,,nah am Opti-
mum®. Die Aite der Losung wird durch einen Approximati-
onsfaktor beschrieben.

Sei A ein Approximationsalgorithmusgif ein Optimierungs-
problemlIl. SeiZ die Menge der raglichen Eingabeinstanzen
furIl. Fur I € 7 bezeichnev(1) den Wert, der vord berech-
neten Losung, undopt 7) den optimalen Bbsungswert. Dann
definieren wir den Approximationsfaktor vofiauf I durch

w(I)
optI)
FallsII ein Minimierungsproblem ist, so gilt offensichtlich

r(I) > 1, bei einem Maximierungsproblem gilt grurédzlich
r(I) <1.

r(l) =
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Im Allgemeinen wird der Approximationsfaktor als Funktion
R : N — R in einem geeigneten Parametee N beschrie-
ben. Beispielsweisednnten die Anzahl der Knoten eines
Eingabegraphen bezeichnen.

Fur n € N bezeichneZ,, die Menge der Eingaben mit
Parameter.. Ein Algorithmus fir ein Minimierungsproblem
garantiert einen Approximationsfakt®(n) (z.B. R(n) = 2
oderR(n) = Inn), falls gilt

VneN:VIeZ,:r(I) < R(n) .

Ein Algorithmus fir ein Maximierungsproblem garantiert
einen ApproximationsfaktoR(n) (z.B. R(n) = 5 oder
R(n) = ), falls gilt

VneN:VIe€Z,:r(I) > R(n) .
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Satz 1 MIN-VC hat einen polynomiellen Approximationsal-
gorithmus mit konstantem Approximationsfaktor 2.

Beweis:Der folgende Algorithmus liefert den Satz.

Algorithmus Approx-VC:
Sei G = (V,FE) der Eingabegraph. Berechne ein
inklusions-maximales Matching/. Gib V' (M), die
Menge aller Endpunkte der Kantenid, aus.

Laufzeit: Ein inklusions-maximales Matching kann offen-
sichtlich durch einen trivialen Greedy-Algorithmus in Zei
O(|E|), also Linearzeit, berechnet werden.

Korrektheit: Zu zeigen ist,V (M) deckt alle Kanten ab.
Widerspruchsbeweis: Seieine nicht abgedeckte Kante.
Danniste € £\ M und M U {e} ein Matching. Also ist\/
nicht inklusions-maximal. Ein Widerspruch!

ApproximationsfaktorSeioptdie Kardinalitit eines Vertex-
Covers kleinster Kardinaht. Es giltopt > |M|, well jedes

Vertex-Cover mindestens einen Endpunkt jeder Kant&/in
abdecken muf3. Somit gilv' (M)| = 2|M| < 2opt
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Set Cover

Gegeben sei eine Menge voaltigkeitenX sowie eine Menge
von Personeid, von denen jedéber einige der &higkeiten

in X verfugt. Verschiedene Personen verlangeighcher-
weise eine unterschiedliche Bezahlung. Widahten ein
moglichst dginstiges Arbeitsteam zusammenstellen, so dass
alle Fahigkeiten abgedeckt sind. Konkret ergibt sich das
folgende Problem.

SET-COVER:

Gegeben sei eine Grundmengé mit n Elemen-
ten sowie eine Kollektion vonn MengenS =
{51, 9m 1 Si € X, Uges = X. MengeS; hat
Kostencost(S;) = ¢; € N.

Gesucht ist eine Teilkollektiof C S mit minimalen
Kostencost(C) = ) g cost(S), so dass alle Ele-
mente ausY abgedeckt sind, d.lpJ . = X.
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Auch das Set-Cover-Problem ist NP-hart, da es eine Verallg:
meinerung des Vertex-Cover Problems ist. Warum?

e Ein Graph, in dem Kanten nicht nur aus zwei Knoten

bestehen, sondern aus Teilmengen von beliebig vielen
Knoten heil3t Hypergraph. Diese Teilmengen der Knoter
heiRen Hyperkanten.

Beim Vertex-Cover-Problemif einen Hypergraphen

H = (V, E) muss eine Knotenmendé C V minimaler
Kardinalitat gevahlt werden, so dass jede der Hyperkan-
ten zu mindestens einem KnotenGhinzident ist, d.h.
jede Hyperkante muss mindestens einen Knotenlaus
enthalten.

Beim gewichteten Vertex-Cover-Problem haben die Kno
ten Gewichte und die Summe der Gewichtdirsoll
minimiert werden.

Das Vertex-Cover-Problemif Hypergraphen mit Knoten-
gewichten ist auch unter dem Namen Hitting-Set-Problem
bekannt. Das Set-Cover-Problem mit Grundmeigend
MengenkollektionS entspricht diesem Problem, wenn wir
X = FEundS = V setzen und die Knotengewichte als
Kosten interpretieren.
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Die folgende Heuristik sieht vielversprechend aus.

Algorithmus Greedy-Set-Cover: Bezeichnept die Kosten eines optimalen Set-Covers.

Startend mitC = (), solangeC nicht alle Elemente

aus X abdeckt: fige jeweils die Meng& € S zuC Lemma 2 Furi € {1,...,n} gilt cost(z;) < nfffrl.

hinzu, die die niedrigsten relativen Kosten hat.

Die relativen Kosten einer Mengg € S sind dabe Beweis:

definiert als Sei S diejenige Menge durch deren Hinzunahme der Algo-
cost(S) rithmus das Element; erstmalig abdeckt. Betrachte den

a(S) = uncovered(S) Zeitpunkt vor der Hinzunahme va$izuC.

wobeiuncovered(S) die Anzahl derjenigen Elemen- Wir behaupten es giti(S) < umov‘;ﬁted(){), denn

te_ ZUSS bezeichnet, die noch nicht durcfabgedeckt e sonst fatten alle Mengen aus )\ C relative Kosten dgil3er

= als uncovoeljﬂted(X) , SO dass

Wie gut ist diese Heuristik? e noch nicht einmal das Teilproblem, das nur aus den nict

durchC abgedeckten Elementen besteht, zu Kosfgn

Seiz; € X dasi-te Element, das durch den Algorithmus gelbst werden &nnte.

abgedeckt wird, wobei wir in derselben Iteration abgedeckt

Elemente be||eb|g anordnen. Die MengeC deckt fochstens die Elementﬁ, oo Li—1 ab.
: . : . it i >n—1q— '
Die Kosten, die eine zd hinzugefigte MengeS verursacht, D?;)":St ggcovemd(X) > n — i — 1 und somit folgt .
« — n—i—1°

verteilen wir gleichm3ig auf diezusitzlich durch diese Men-
ge abgedeckten Elemente. Jedes dieser Elemente verursac
somit Kosten in khe von.—<250 . — o(S).

uncovered(S

9 10
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Satz 3 Algorithmus Greedy-Set-Cover hat einen Approxima-
tionsfaktor von kichsteng? (n) = >0 . 1 <Inn + 1.

=1 ¢

Beweis:Die Summe der Kostetiber alle Elemente ergibt die
Gesamtkosten des Algorithmus. Diese Kosten siichistens

n n

opt opt
2o Xy - e
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Es gibt eine einfache Set-Cover-Instarin, die die Greedy-
Heuristik den Fakto(1 — ¢) H (n) fur beliebig kleines > 0
erreicht (siehe Tafelbild). Dieses Ergebnis gilt sogammve
alle Mengen dieselben Kosten haben.

Feige hat 1995 gezeigt, dass lemnen Polynomialzeit-
Algorithmus mit Approximationsfakto(l — ¢)H (n) gibt,

es sei deniV P = TIM E(n®Uogloen)) Auch dieses Ergeb-
nis gilt, wenn alle Mengen dieselben Kosten haben.

Unter dentiblichen komplex#tstheoretischen Annahmen
bedeutet das, dass der einfache Greedy-Algorithmus den
bestndglichen Approximationsfaktorir Set-Cover liefert.
Ein wirklich erstaunliches Ergebnis.

12
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TSP

Wir haben jetzt Probleme mit konstantem bzw. logarithmi-
schem Approximationsfaktor gesehen. Es stellt sich digé;ra
ob jedes Problem derartig approximiert werden kann? — Wir
werden sehen, das folgende Problem kann nichtiwdtig
approximiert werden.

TRAVELING-SALESPERSON (TSP):

Gegeben sei ein voldhdiger GraphG = (V, F) mit
KantenBngen ausN. Gesucht ist ein Hamilton-Kreis
(auch TSP-Tour genannt) minimaleahge.

Ein Hamilton-Kreis in einem Graphe' ist ein Kreis in

(G, der jeden Knoten genau einmal besucht. Der Beweis del
Nicht-Approximierbarkeit von TSP basiert auf der bekannte
NP-\Vollstandigkeit des Hamilton-Kreis-Problems.

HAMILTONIAN CYCLE:
Gegeben sei ein Graghi = (V, F). Es ist zu entschei-
den, obG einen Hamilton-Kreis entit.

Auf den Beweis der NP-\ollgindigkeit dieses Problems
verzichten wir. Im Folgenden bezeichnedie Anzahl der
Knoten im betrachteten Graphen.

13
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Satz 4 Seia(n) eine beliebige polynomialzeit-berechenbare
Funktion (z.B.a(n) = 2™). Unter der Annahme B NP qgilt,
TSP hat keinen Polynomialzeitalgorithmus mit Approximati
onsfaktora(n).

Beweis:Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an, es
gibt einen Polynomialzeitalgorithmud mit Approximati-
onsfaktora(n). Der folgende Algorithmusd” verwendetA

als Unterprogramm und kann dadurdlr €inen beliebigen
Graphen’ mit n > 2 Knoten in Polynomialzeit entscheiden,
ob G’ einen Hamilton-Kreis hat. Daraus folgt P=NP, also ein
Widerspruch zu unserer Annahme!

e Algorithmus A’ transformiertG’ in einen gewichteten,
vollstandigen Grapheds = (V, E), in dem nur die
Kanten aust’ die Lange 1 haben, alle anderen Kanten in
E erhalten die Bngen - a(n).

e Dann ruftA’ den AlgorithmusA auf G auf.

e Falls A eine TSP-Tour der &nge ldchstens: - a(n)
findet, so gibt4’ die Tour als Hamilton-Kreis voG aus.

e Ansonsten meldetd’, dassG’ keinen Hamilton-Kreis
enthalt.

14
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Korrektheit vonA’:

e Zuerst nehmen wir arfy’ hat mindestens einen Hamilton-
Kreis. Jeder Hamilton Kreis i’ entspricht einer TSP-
Tour der Llangen in G. Alle anderen TSP-Touren in
G enthalten mindestens eine Kante dénben - a(n)
und haben somit einednge von mindestens- a(n) +
n —1 > n-«a(n). Diese Touren sind somit keirgn)-
Approximationen der lirzesten Rundreise. Also muds
eine derjenigen TSP-Touren finden, die einem Hamilton
Kreis entsprechen.

e Jetzt nehmen wir ar;’ enthalt keinen Hamilton-Kreis.
Dann haben alle TSP-Tourend@ndie Lange mindestens
n-an)+n-—1>n-an)undA meldet, das€s’
keinen Hamilton-Kreis entt.

Laufzeit vonA’:

Unter der Annahme, das4 Polynomialzeit hat, hat auch
A’ Polynomialzeit. Dies ist jedoch nichtaglich unter der
AnnahmeP # N P. Also gibt es keinen Polynomialzeitalgo-
rithmus.A mit Approximationsfaktor(n) fur TSP, O
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Der obige Beweis basierte darauf, dass die TSP-Tour jeder
Knoten nur einmal besuchen darf. Das ist keine besonders
praktische Annahme, insbesondere wenn die direkte Verbin
dung von einem Knoten zu einem Knotern langer ist als
die Verbindung voru Uiber einen weiteren Knoten zu v.

Zu jedem Graphen mit nicht-negativen Kantargen knnen
wir eine sogenanntgMetrik® angeben, die jeweils dielkzes-
ten Verbindungen zwischen den Knoten widerspiegelt. Eine
Metrik entspricht einem vollgindigen Graphen mit Kan-
tenlangen, die die Dreiecksungleichungigién, d.h. fir
jeweils drei Knoteru, v, w ist die LAnge der Kantdu, v}
nicht langer als die Summe deiahgen der Kantefu, w}
und{w, v}.

METRIC-TSP:

Gegeben sei eine Metrik = (V, ) mit n Knoten und
Kantenhngen auN. Gesucht ist eine TSP-Tour mini-
maler Lange.

METRIC-TSP ist ebenfalls NP-hart, aber wir werden sehen,

METRIC-TSP erlaubt einen konstanten Approximationsfak-
tor von 2.

16
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Als Warm-Up starten wir mit einer 2-Approximation.

Algorithmus METRIC-TSP-via-MST
1 Finde einen MSTI" von GG, verdopple die Kanten
vonT und erhalte einen Euler-Graphgty
2 Berechne eine Euler-Tour aiif;
3 Gib die Knoten au¥” in der Reihenfolge aus,
wie sie in der Euler-Tour erscheinern.

MST steht fir minimum spanning tree (minimaler Spann-
baum).

Ein Euler-Graph ist ein Graph, in dem jeder Knoten einen
geraden Grad hat. Eirteuler-Tour durch einen Graphen ist
ein Kreis, der jede Kante genau einmal éithEine Euler-
Tour existiert genau dann, wenn der Graph ein Euler-Graph
ist.

17
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Satz 5 Algorithmus METRIC-TSP-via-MST berechnet eine
2-Approximation fir METRIC-TSP.

Beweis:

e Aus einer TSP-Tour®nnen wir einen Spannbaum erzeu-
gen, indem wir eine Kantéschen.

e Also ist ein minimaler Spannbaum nicht teurer als die
Lange einer minimalen TSP-Tour.

e Die Lange der berechneten Euler-Tour entspricht den
doppelten Kosten des minimalen Spannbaums, ist also
hochstens zweimal so lang wie die minimale TSP-Tour.

e DasUberspringen von mehrfach besuchten Knoten in
Schritt 3 macht wegen der Dreiecksungleichung die Tou
nicht teurer.

18
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Der folgende Algorithmus ist ein echter Klassiker unter den
Approximationsalgorithmen und wurde von Christofides im
Jahr 1976 vorgestellt.

Der Algorithmus von Cristofides

1 Berechne einen MST vonG;,

V' :={v € V | v hat ungeraden Grad ifi};

Finde ein min-cost Matching/ aufV”’;

Finde eine Euler-Tour auf den Kanten dusnd M ;

Gib die Knoten au¥ in der Reihenfolge aus,
wie sie in der Euler-Tour erscheinen.

a h~h WD

Ein min-costMatchingauf V' ist eine Kantenmeng&/ C F,
die jeden Knoten au¥”’ genau einmaébdeckt und dabei
die kleinstndglichen Kosten hat, d.h. die Summe der Kan-
tenlangen in)M ist so klein wie nibglich. Als Matchingkanten
sind nicht nur die Baumkanten vah, sondern alle Kanten
aus EZ zwischen den Knoten il¥’ erlaubt. Beachte, jedes
Knotenpaar inl’’ ist durch eine Kante aus miteinander
verbunden, weil’ eine Metrik, also einen vollahdigen Gra-
phen, definiert. Die Laufzeit des Algorithmus wird durch die
Berechnung dieses Matchings dominiert und ist s@nit>).
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Die Existenz eines perfekten Matchings ist gesichert, dieil
Knoten inV”’ vollstandig miteinander verbunden sind uwd
eine gerade Anzahl von Knoten eéath Letztere Eigenschatft
folgt aus dem folgenden Lemma.

Lemma 6 Gegeben sei ein beliebiger Graph= (V, E). Sel
V" C V die Teilmenge der Knoten, die einen ungeraden Gra
haben. Dann isfi’’| eine gerade Zahl.

Beweis: Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an,
dass|V’| ungerade ist. Jede Kante mist inzident zu zwei
Knoten, hat also zwei Endpunkte. Bezeichndie Anzahl
dieser Kantenendpunkte.

e Einerseits isty = 2| F/|, und somit isy eine gerade Zahl.

e Andererseits entspriclat der Summe der Knotengrade
aller Knoten inV. Da wir annehmen, das¥”| ungerade
ist, ist auch die Summe der Knotengradé/ihungerade.
Alle anderen Knoten haben geraden Grad. Somit ist auc
die Summe der Knotengrade aller Knoten, ajseine
ungerade Zahl.

Ein Widerspruch. Es folgt}’| ist eine gerade Zahl. O
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Fir eine Menge von KanteN C E (z.B. beschrieben in Form
eines Matchings oder einer TSP-Tour) bezeictwe (X ) die
Kosten vonX, also die Summe der Kantémigen inX .

Bezeichneopt die minimalen Kosten einer TSP-Tour.
Lemma 7 Es giltcost(M) < Lopt.

Beweis:
e Seir eine optimale TSP-Tour, alsost(7T) = opt.

e Aus 7 erhalten wir einen Kreis’, der die Knoten in
V'’ verbindet, wenn wir alle nicht iV’ enthaltenen
Knoten streichen. Wegen der Dreiecksungleichung gilt
cost(1") < cost(T).

e 7’ ist die Summe von zwei perfekten Matchings, die
jeweils aus jeder zweiten Kanten auf dem Krels
gebildet werden. Dastmstigere der beiden Matchings
hat fochstens die Kostehicost(r') < 3cost(r) = 3opt.

e Also hat das gnstigste perfekte Matching auf hochs-
tens die Kosterd opt.
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Satz 8 Der Algorithmus von Christofides berechnet eine
3_Approximation fir METRIC-TSP.

Beweis:Die in Schritt 3 berechnete Euler-Tour hat die Koster
cost(T) + cost(M) < opt+ s0opt = Sopt .

In Schritt 4 erldohen sich die Kosten aufgrund der Dreiecks-
ungleichung nicht. O
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Ein FPTAS fur das Rucksackproblem

Ein Algorithmus.A fur ein Optimierungsprobleril wird

als FPTAS (fully polynomialtime approximationscheme)
bezeichnet, falls4 bei Eingabe einer Instanzsowie einer
Zahle > 0 eine zulssige Bsung mit Approximationsfaktor
14 e bzw.1 — € in Zeit polynomiell in der lange der Eingabe
und polynomiell in% berechnet.

RUCKSACK (KNAPSACK):

Gegeben sei eine Menge von Objekieh= {1,...,n}
mit Gewichtenwy,...,w, € N und Nutzenwerten
p1,...,pn € N sowie eine Gewichtsschrankec N.

Gesucht ist eine Teilmenge der Objeltte C [n], die
p(K) = >, c x p: maximiert unter der Nebenbedingung

w(K) = Ycp wi <.

O.B.d.A. nehmen wir an, dass, < b fur jedesi € [n].

Wir werden zeigen, dass das Rucksackproblem ein FPTAS
mit LaufzeitO(n3 /¢) hat. Die Basisiir dieses FPTAS ist ein

pseudopolynomieller Algorithmus.
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Lemma 9 Das Rucksackproblem hat einen pseudopolynomi
ellen Algorithmus mit LaufzeiO(n? P) wobei P = max; p;.

Beweis:Furi € [njundp € {0,...,nP}, seiA,, das
kleinstnbgliche Gewicht, mit dem man den Nutzgrexakt
erreichen kann, wenn man nur Objekte alis= {1, ...}
verwenden darf. Wir setzen; , = oo, falls der Nutzerp
nicht durch eine Teilmenge vofd| erreicht werden kann.
Ansonsten gilt

A’H—l,p - min(AiaW Ai,p—pi+1 +wi+1) :

Wir verwenden den Ansatz der dynamischen Programmierur
und berechnen Zeildgif Zeile alle Eintage in der Tabelle bzw.
Matrix (A;p)ie{1,....n},pe{0,...np}- Di€ Laufzeit entspricht
der GoRe der Tabelle und ist sondit(n?P).

Der gesuchte, maximal erreichbare Nutzenwert ist
max{p|A,, < b} .

Die zugelorige Rucksackbepackungdst sich durch Ab-
speichern geeigneter Zusatzinformationen zu den einzelne
Tabelleneintagen rekonstruieren, so dass die optimale Ruck
sackbepackung in Zei@(n? P) berechnet werden kann. O
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Zu zeigen:p(K) > (1 — e)p(K™).
Satz 10 Das Rucksackproblem hat ein FPTAS mit Laufzeit

O(n3/e). e Wir skalieren die gerundeten Nutzenwerte wieder rauf
und setzenp! = p./a. Die Rucksackbepackund ist
Bewelis: optimal fur die Nutzenwerte, und somit auch optimal

fur die Nutzenwerte)' .

Algorithmus RUCKSACK-FPTAS: e Fir jedes Objekt macht der Algorithmus einen Run-
1. skaliere und runde die Nutzenwerte, so dass der ma- dungsfehler. Objekte sehen weniger profitabel aus als s
ximale Nutzenwert nicht @f3er alsP’ = 2 ist, d.h. sind. Der Rundungsfehler ist
o setzen = 5; v | ap; | ap;—1 1
: , _ Di—PpP; = Pi— < pi— = — .
o fUr jedes Objeki € [n], setzep, = |ap;]; o o o
2. berechne eine optimale RucksackbepackBngéiir e Der Rundungsfehlertf die optimale bsungK™ ist
die Nutzenwertgy,, . . ., p/, mit dem pseudopolyng- somit Fbchstens
miellen Algorithmus aus Lemma 9, und gib aus. . . 1 n .
g gib pE)=p"(K*) < 3 — < = =P < ep(K) .
1€ K*

Die Ungleichungp(K™*) > P gilt, weil der optimale

Die Laufzeit dieses Algorithmus ig2(n?P’) = O(n?/e). Nutzenp(K*) mindestens so grol? ist wie der Nutzen des
Objektes mit dem maximalen Nutzenwétt

Wir mussen noch zeigen, dass der Algorithmus einen Appro e Also giltp”(K*) > (1 — ¢) p(K™*) und somit
ximationsfaktor vonl — e garantiert. Seli(* eine optimale

K) > p'(K) > p"(K*) > (1— K*) .
Rucksackbepackung. p(K) = p'(K) = p'(K7) 2 (1 —¢)p(K7)
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Stark und schwach NP-harte Probleme

Wenn wir alle Zahlen in der Eingabe des Rucksackproblems
unar kodieren, so &chst die Eingabahge. Bezeichn&/’ die
Eingabefinge des Rucksackproblems beéarer Kodierung.

Es gilt N > n+ P. Der pseudopolynomielle Algorithmus aus
Lemma 9 hat LaufzeiO (n?P) = O(NN3). Das Rucksackpro-
blem mit urérer Kodierung ist also in Polynomialzettdbar.

Das Rucksackproblem ist also nur dann NP-hart, wenn wir
vereinbaren die Eingabe l@nzu kodieren. Das Rucksack-
problem mit u@rer Kodierung ist hingegen in Polynomialzeit
|osbar.

Definition 11 Ein NP-hartes Problem, das einen pseudo-
polynomiellen Algorithmus hat, wird alschwachNP-hart
bezeichnet. Ein Problem, das auch bearan Kodierung
der Eingabezahlen NP-hart bleibt, wird aisrk NP-hart
bezeichnet.

Falls P # NP, so haben stark NP-harte Probleme keinen
pseudopolynomiellen Algorithmus.
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Das Rucksackproblem ist schwach NP-hart, weil es einen
pseudopolynomiellen Algorithmus hat. Min-Vertex-Covst i
hingegen stark NP-hart, weil keine Zahlen in der Eingabe
vorkommen. Auch Set-Cover ist stark NP-hart, da dieses
Problem bereits NP-hart ist, wenn alle Mengen Kosten 1
haben. Der folgende Satz liefert, dass Min-Vertex-Covel un
Set-Cover kein FPTAS haben.

Satz 12 Sei Il ein Optimierungsproblem mit ganzzahliger
Zielfunktion. Rir eine Eingabd, bezeichneopt( /) € N den
Wert einer optimalen tsung fir 1. Fur jede Eingabd gelte
opt(I) < p(N), wobei N die urére Eingabeinge fir 7 und
p(+) ein beliebiges Polynom bezeichnet. Fallstark NP-hart
istundP # N P, so hatll kein FPTAS.

Der obige Satz macht einige kompliziert klingende techmesc
Annahmen, die abeiif typische Optimierungsprobleme ohne
weiteres eirdllt sind. Als Faustformel &nnen wir uns merken,
stark NP-harte Probleme haben kein FPTAS ddet N P.
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Beweis von Satz 12:

Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir Hnst stark

NP-hart und hat ein FPTAS. Aus dem FPTAS werden wir
einen pseudopolynomiellen Algorithmus konstruieren. Das

wirde P = N P bedeuten. Also hdil unter der Hypothese
P # NP kein FPTAS.

Der Einfachheit halber nehmen wir at, ist ein Minimie-
rungsproblem. Sed ein FPTAS fir I1. Bei Eingabel mit
unarere langeN setzen wire = 1/p(N). Die von.4 berech-
nete Losung hat damit den Werbhhstens

(1+e€)opt(l) < opt(I)+ep(N) = opt(I)+1 .

Also ist A gezwungen die optimaledsung zu berechnen,
welil ja die Zielfunktion ganzzahlig ist. Die Laufzeit ist
polynomiell in% = p(N), also polynomiell inV, und
somit ist. A pseudopolynomiell. Das liefert den gémschten
Widerspruch.
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Die Umkehrung von Satz 12 giltbrigens nicht. Es gibt Pro-
bleme mit pseudopolynomiellen Algorithmernrfdie kein
FPTAS bekannt ist, und sogar Probleme mit pseudopolyno-
miellen Algorithmen, @r die es beweisbar kein FPTAS gibt,
esseiden®® = NP.

Eine wichtige Grundlageif das FPTAS des Rucksackpro-
blems ist der pseudopolynomielle Algorithmus mit Laufzeit
O(n?P). Ein anderes dynamische Programm hat Laufzeit
O(n*W), wobei W das maximale Gewicht ist. Dieser Algo-
rithmus ist also pseudopolynomiell in den Gewichten statt |
den Nutzenwerten. Um aus diesem Algorithmus ein FPTAS
zu gewinnen, rmasste man die Gewichte runden. Das ist aber
problematisch, denn

e rundet man die Gewichte ab, so berechnet der Algorith-
mus noglicherweise ein unzaksige bsung;

e rundet man die Gewichte jedoch auf, so ignoriert der
Algorithmus noglicherweise einige zaksige Bsungen.

Um ein FPTAS zu erhalten, sollte die Laufzeit also pseu-

dopolynomiell in der Zielfunktion und nicht in den Neben-

bedingungen sein. Ist dies gegeben, so ist im Einzelfall zu
uberptifen, ob und wie man durch geschicktes Runden zu
einem FPTAS gelangen kann.
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Bin Packing ist stark NP-vollstandig

Wir zeigen das folgende Zahlenproblem ist stark NP-vatidig.
Das Problem ist also auch dann NP-hart, wenn die Eingabe
zahlen u@r kodiert sind.

BIN PACKING:

Gegeben sei eine Menge von Objekiep= {1,...,n}

mit Gewichtenwy, ..., w, € N sowie zwei ndirliche
Zahlenm undb. Gesucht ist eine Einteilung der Objekte
in m Teilmengen, so dass jede Teilmenge ein Gewicht
von hochstens hat.

Intuitiv suchen wir also nach einer Verteilung vemgewichte-
ten Objekten auin Kisten, die jeweils eine Gewichtskapaiit
von b haben.

Satz 13 BIN PACKING ist stark NP-vollsindig.

Beweis:Offensichtlich liegt BIN PACKING in NP, denn eine
richtig geratene isung kann ohne Weiteres in Polynomialzeit
verifiziert werden.
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Wir missen also nur noch die starke NRft¢ nachweisen.
Dies tun wir durch eine Reduktion von einem NP-harten
Problem in dem keine Zahlen in der Eingabe vorkommen.
Es handelt sich um ein ungewichtetes Matchingproblem auf
tripartiten Hypergraphen.

TRIPARTITES MATCHING:

Gegeben sei eine Menge von Jundep- {b1,...,b,},
eine Menge von MdcherG = {g1, ..., g, }, €ine Men-
ge von HhusernH = {hq,..., h,} sowie eine Menge
von TripelnT = {t1,...,t,,} € B x G x H. Gesucht
ist eine Teilmenge der GRen von T, so dass jeder
Junge, jedes [ldchen und jedes Haus in einem dieser
Tripel enthalten ist.

Im Gegensatz zu den bekannten Matchingproblemen auf
Graphen, die ja bekanntermalRen in Polynomialzeibgiel
werden lbnnen, ist das oben beschriebene Matchingproblen
auf Hypergraphen NP-hart. Die NPaHe von TRIPARTITE
MATCHING beruht auf einer Reduktion von 3-SAT und kann
z.B. im Buch von Garey und Johnson nachgelesen werden.

O.B.d.A. nehmen wir an jeder Knoten (Jungead¢hen,
Haus) wird durch mind. eine Hyperkante (Tripel) abgedeckt.
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Wir prasentieren nun eine Polynomialzeitreduktion des
Tripartite-Matching-Problems auf dasane Bin-Packing-
Problem. Dazuibersetzen wir die Struktur des Tripartite-
Matching-Problems in die Gewichte des Bin-Packing-Proisle
Bei dieser Transformationtafen nur polynomiell grol3e Zah-
len vorkommen, da die Eingabezahlen ja in polynomieller
Zeit urar kodiert werden rinssert:

Die Bin-Packing-Instanz, die wir konstruieren hatKisten,
jeweils eine Kisteiir jedes Tripel. Insgesamt gibt es= 4m
Objekte. Zuiachst jeweils ein Objektir jedes Vorkommen
eines Jungen, Bdchens oder Hauses in einer Hyperkante.
Die Objekte fir das Vorkommen eines Junggnbezeichnen
wir mit b;[1],b;[2], ..., b;[N(b;)], wobei N (b;) der Anzahl
der Vorkommen vorb; entspricht. Er Madchen und Huser
verwenden wir analoge Bezeichnungen. Zudem gibtes
Objekte fir die Tripel, die wir mitt4, ..., t,, bezeichnen.

aWir erinnern uns: Bei der Reduktion von 3SAT auf das nur sanéP-
harte Rucksackproblem tauchen exponentiell gro3e Zahien a
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Die Gewichte der Objekte werden in der folgenden Tabelle
beschrieben. Dabei iSt/ eine gefigend grof3e Zahl; z.B.

M = 100n. Beachte, dass das Gewicht eines der Vorkomme
eines jeden Jungen, &dchens bzw. Hauses einer anderen
GrolRenformel folgt als die anderen. Beliebigerweise handels
es sich dabei jeweils um das jeweils erste Vorkommen.

Objekt Gewicht
Jungeb;[1]
Jungeb;[q], ¢ > 1
Madchery;[1]
Madchery;(g],q¢ > 1
Haush, [1] 10M* + M3 + 4

Haush;[q],q > 1 SM* 4+ IM3 + 4

Tripel (b;, g;, i) € T | 10M* +8 —iM — jM? — M3

10M* +iM + 1
1IM* +iM +1
10M* + jM? + 2
1IM* + jM? + 2

Die Kapazitit jeder Kiste definieren wir als= 40M* + 15,
also gerade genug um jeweils ein Tripel, einen Jungen, ein
Madchen und ein Haus aufzunehmen, zumindest wenn es si
um die ersten Vorkommen handelt.
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Wir nehmen an, es gibt eineddlichkeit diese Objekte im
Kisten unterzubringen. Dann gilt

e Alle Kisten sind exakt gefilt, denn sowohl die Summe
aller Gewichte als auch die Summe aller Kapazai ist
m(40M* + 15).

e Jede Kiste beinhaltet genau vier Objekte, denn alle
Gewichte liegen zwischef und  der Kistenkapazitt.

e Jede Kiste entlit einen Jungen, ein &lchen, ein Haus
und ein Tripel, da dieses die einzigegiiche Zusam-
menstellung von vier Objekten ist, welche die Gewichts-
summel5(mod M) ergibt.

e Die Kiste mit dem Tripelb;, g;, h;) entralt auch jeweils
ein Objekt fir den Jungen;, das Madcheng; und das
Haush;, denn vare beispielsweise kein Objekirfdas
Madchery; enthalten, so are die Gewichtssumme nicht
15 (mod M?3).

e Entweder entsprechen alle diese drei Objekte dem erste
Vorkommen des jeweiligen Jungen aichen oder Hau-
ses oder keines dieser Objekte, denn sobsnke das
Gewicht40M* 4+ 15 nicht erreicht werden.
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Wir fassen zusammen: Falls es also einéglthkeit gibt,
die Objekte inm Kisten unterzubringen, so gibt esKisten
die die jeweils ersten Vorkommen enthalten. Die Tripel in
diesen Kisten sind die gaemschten Matchingkanten, well
jedes Objekt in nur einer dieser Kanten vorkommt.

Umgekehrt gilt, falls es ein tripartites Matching gibt, so
konnen wir dien Matchingtripel jeweils zusammen mit
den Objektenir das erste Vorkommen der entsprechenden
Jungen, Mdchen und Huser in eine Kiste legen. Dia — n
verbleibenden Kistendanen wir mit denn—n verbleibenden
Tripeln sowie den zugéirigen Objekteniillen. Rir jede Kiste
ergibt sich dabei eine Gewichtssumme vod/* + 15 = b.

Somit liefert ein polynomieller Algorithmusif das ugre
Bin-Packing-Problem auch einen polynomiellen Algorittemu
fur das NP-harte Tripartite-Matching-Problem.
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Makespan-Scheduling
auf identischen Maschinen

Wir untersuchen ein fundamentales Problem aus der Sched
lingtheorie.

MAKESPAN SCHEDULING:

Gegeben sei eine Menge von Jobs= {1,...,n} mit
GrolRenpy, ..., p, € Nund eine nairliche Zahlm.

Gesucht ist eine Zuteilung : [n] — [m] dern Jobs auf
m identische Maschinen, so dass §akespan, also

max Z Di

T i) (=3

minimiert wird.

Diese Zuteilung wird al$Schedule (Ablaufplan) bezeichnet.
Zu einem Schedule géht normalerweise auch eine Beschrei-
bung, in welcher Reihenfolge die Jobs auf den einzelnen
Maschinen abgearbeitet werden. Diese Reihenfolge spielt
jedoch bei der Makespan-Minimierung offensichtlich keine
Rolle.
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Algorithmus Least-Loaded (LL):

Fur i = 1 bis n, weise Joki derjenigen Masching
zu, die bisher die geringste Last hat.

Wie gut ist diese Heuristik?

ein Beispiel:
e Sein =m? + 1.
e Jobs 1 bisn? haben GoRel.
e Jobm? + 1 hat GbRem.
e Die LL-Heuristik erreicht den Makespamn.
e Der optimale Makespan ist + 1.

Damit ist der Approximationsfaktor bestenfalls 2. Der g
de Satz zeigt, dass dieses Beispieldealdich den schlimmsten
Fall beschreibt.
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Satz 14 LL garantiert eine 2-Approximation.

Beweis: Es gelten die folgenden zwei trivialen unteren
Schrankeniir ein optimales Schedule:

1
opt > max{ max(p;), — sz'
ieln] " iem)

Wir gehen davon aus, jede Maschine arbeitet ihre Jobs nacl
einander in der Reihenfolge ihrer Zuweisung ab.iSder In-
dex desjenigen Jobs, der als letztes fertig wird.jSei f (i),
d.h. Maschingj” wird als letztes fertig und bestimmt damit
den Makespan.

Zum Zeitpunkt als Jolf Maschinej’ zugewiesen wurde, hatte
diese Maschine die geringste Last. Die Last von Mascliine
zu diesem Zeitpunkt war als@bhstens: >". ., p;. Damit

ist die Last von Masching’ hochstens

1
(ZM) +pir < 2opt .
m

3/ <1
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Algorithmus Longest-Processing-Time (LPT):
1. Sortiere die Jobs, so dgss> ps > -+ > pp;

2. RHiri = 1 bisn, weise Joh derjenigen Maschi
ne zu, die bisher die geringste Last hat.

Graham hat 1969 gezeigt, dass LPT einen Approximations-
faktor von Hjchstené hat. Auch diese Schranke ist scharf.
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Satz 15 LPT garantiert ein&-Approximation. e Falls jeder Job gf3er alsiopt, so kann ein optimaler

Schedule nicht mehr als zwei Jobs an eine Maschine

Beweis: zuweisen.
e Zum Zwecke des Widerspruchs nehmen wir an, es gibt e Jeder Schedule mittithstens zwei Jobs pro Maschine
elne4E|ngabe|nstanzu|f die LPT einen Makespan von kann in den folgenden schematisch dargestellten Sche.
7 > gopt aufm Maschinen erzeugt. dule Uberfihrt werden, ohne den Makespan zudgrén
e Seipy,po,...,pn €ine Eingabeinstanz minimaleéhge (vgl. Ubung).

mit 7 > Sopt. Es geltep; > py > -+ > p,,.

Sei i der Index desjenigen Jobs, der als letztes fertig ol ] e me
wird. Es gilti’ = n, sonstvare japy,...,p;i, i < n, eine
kiirzere Eingabesequenz mit> %Opt, aber wir haben
angenommemy, po, . . ., py, ISt die Kirzeste Eingabe mit
dieser Eigenschatft.

e Dieser Schedule entspricht jedoch genau dem LPT-

Jobn wird auf der am wenigsten belasteten Maschine
Schedule. Also berechnet LPT einen optimalen Scheduls

platziert. Zum Zeitpunkt der Zuweisung von Jokhat

diese Maschinedthstens Last- Z;:ll p; < opt. Damit e Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahmg 3 opt.
T > Sopt gilt, muss also geltep,, > sopt. Somit folgtT < $opt, und der Approximationsfaktor ist
hochstens;.

Ausp,, > iopt folgt, jeder Job ist giRer als;opt, weil
P1=>DP2 2 2 Dn- O
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Eine einfache Reduktion vom Bin-Packing-Problem zeigt,
dass das Makespan-Scheduling-Problem stark NP-hartsist. [
gibt also kein FPTASUr dieses Problem. Trotzdem werden
wir zeigen, dass das Problem in Polynomialzeit beliebig gut
approximiert werden kann.

Wir sagen, ein Optimierungsproblemhat ein PTAS (poly-
nomial time approximation scheme), fall& flede Konstante

e > 0 eine (1 £ ¢)-Approximation in polynomieller Zeit
berechnet werden kann. Der Unterschied zum FPTAS ist, da
e hierbei als konstant angesehen wird.

Wir werden zeigen, dass das Makespan-Scheduling-Problel
ein PTAS mit Laufzeit ungéihrnl/62 hat. Rir ein FPTAS
ware eine derartige Laufzeitschranke nichtaasig, weil sie
nicht polynomiell in? ist.

Fur kleinese ist die obige Laufzeitschranke offensichtlich
nicht praktikabel. Wir wollen uns trotzdem einmal ansehen,
wie ein derartiges Approximationsschema aussieht. Dieses
PTAS ist aber eher unter komplexistheoretischen als unter
praktischen Gesichtspunkten interessant.
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Ein PTAS fur MAKESPAN-SCHEDULING:

1. Ein Orakelverrat uns den Wert des optimalen Make-
spans, den wiZ nennen.

2. Wir kimmern uns zuichst um diggro3endobs, d.h|
um die Jobgi € [n] | p; > €Z}.
a) Wir skalieren und runden die &ffen dieser Johs

d.h. wir setzen
P = [pi W
¢ €27

b) Wir berechnen einen Scheduie tlie aufgerunde
ten Jobgdlien mit Makespandthstens

AR {(1 +€) lJ

€2

3. Jetzt Kkmmern wir uns um di&leinenJobs, d.h. um
die Jobs{i € [n] | p; < €Z}. Wir verteilen die-
se Jobs mittels der LL-Heuristik auf das durch die
grofR3en Jobs entstandene Lastgebirge.
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Bemerkungen zur Skalierung und Rundung in Schritt 2:

Das Skalieren in Schritt 2aaBt sich am Besten durch ein
Beispiel illustrieren. SeZ = 1000 unde = 10%. Die grol3en
Jobs haben dann mindestenfsee¢Z = 100. Wir gehen
schrittweise vor: skalieren zaohst ohne zu runden, d.h. wir

setzen

Pi = a2z = 10
Nach dem Runden setzen wir dapin= [p;]. Ausp; = 101
ergibt sich also beispielsweigg¢ = 10.1 undp, = 11. Der

relative Rundungsfehler in diesem Beispiel ist somit

p; —p;

11-10.1
S A
p? 01 S W0h =

Dies gilt auch im Allgemeinen.

Lemma 16 Der relative Rundungsfehldp, — p¥)/p; ist
hochstens.

Beweis:Fur jeden grofl3en Jobe [n] gilt p; > ¢Z und somit
pi > eZ/(e2Z) = 1/e. Es folgt

pi—pi _ 1

— — €
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Das Aufrunden der skalierten &en der grof3en Jobs verzehrt
diese Gol3en also ichstens um den Faktor+ e.

Fur die eigentlichen Gif3en der grof3en Jobs gibt es einen
Schedule mit MakespanobhstensZ. Fur die skalierten
(ungerundeten) JobgRen gibt es also einen Schedule mit
Makespan, = %. Durch die Rundung etiht sich dieser
Wert maximal um den Faktar + €. Also gibt es @ir die
skalierten und gerundeten JobBen einen Schedule mit
Makespan bchstens

1
€

Da der Makespan ganzzahlig ist, kann er algolstens den
Wert

{(1%—6) G%J .y

annehmen. Somit existiert der in Schritt 2b) beschriebene
Schedule. Wie aberdnnen wir diesen Schedule berechnen? -
Bevor wir diese Frage &ren, Kimmern wir uns zuachst um
den Approximationsfaktor.
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Lemma 17 Der skizzierte Algorithmus berechnet eifie+
e)-Approximation fir den minimalen Makespan.

Beweis: Zunachst nehmen wir an, es gibt nur grol3e Jobs.
Dann berechnet der Algorithmus einen Schedule mit Make-
span ldchstens

2@2) = |a+a 5|(@2) < 1407,

also eing1 + ¢)-Approximation. Die kleinen Jobs behandeln
wir in einer Fallunterscheidung.

e Fall 1: Die LL-Heuristik erfoht den Makespan nicht.
Dann erhalten wir einél + ¢)-Approximation aufgrund
obigerUberlegungeniir die groRen Jobs.

e Fall 2:Die LL-Heuristik erfoht den Makespan. In diesem
Fall garantiert die Heuristik, dass der Lastunterschied
zwischen der am &tksten und der am sclawhsten
belasteten Maschine nichtdser als der gifdte der
kleinen Jobs ist. Damit ist der Lastunterschied zwischer
unterschiedlichen Maschinethstens 7, und auch in
diesem Fall ist einél + ¢)-Approximation sichergestellt.

O
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Laufzeitanalyse von Schritt 2: Zur Vereinfachung der Nota-
tion nehmen wir an, dass wir grof3e Jobs haben. In Schritt 2
mussen wir eine Variante des Bin-Packing-Probleaseh.

BIN PACKING mit eingeschr ankten Gewichten:

Gegeben sei eine Menge von Objekieh= {1,...,n}
mit Gewichtenw,...,w, € [k], kK > 1, sowie zwei
natirliche Zahlenrm > 1 undb > 1.

Gesucht ist eine Verteilung der Objekte aufKisten
(Bins), die jeweils ein Gewicht vondthstens tragen
konnen.

Die Objekte des Bin-Packing-Problems régentieren da-

bei die grof3en Jobs des Schedulingproblems. Die Gewichte
entsprechen den Jolifeny’, ..., p/, und die Gewichts-
schranke entspricht der oberen Schranke tlen Makespan
Z'. Eine geeignete Abséltzung tir £ werden wir sgter
bestimmen.

Die Losung fir das Bin-Packing-Problem spezifiziert eine
Einteilung inm Teilmengen mit Gewicht ¢échstens) aus
der wir leicht einen Schedule mit Makespaichstens?’
berechnen é&nnen.
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Lemma 18 Das Bin-Packing-Problem mit eingesahkten
Gewichten kann in ZeiO((bn)") gelost werden.

Beweis: Wir verwenden dynamische Programmierung und
|0sen dabei die folgenden Teilprobleme

e Seif(ny,ne,...,n;) die minimale Anzahl von Kisten
mit Gewichtsschranké, in die wir eine Menge von
Objekten bestehend aus (i € [k]) vielen Objekten mit
Gewicht: packen knnen.

o SeIQ — {(qha(ﬂf) ‘f(qlana"qu’)} = 1, d.h.
() beschreibt alle Gewichtskombinationen, die in eine

Kiste passen. Beacht€q,,...,qx) € Q impliziert
q; € {0,...,b} furjedesi € [k]. Es folgt|Q| < (b+ 1)%.

Die Funktionf erfullt die folgende Rekursionsgleichung.
flni,ne, ... ng) = 1+1;féiél fni—qi,m2—q2, ..., nk—qr)

Wir berechnen die tsung dieser Gleichungif alle k-
Tupel aus{0, ..., n}* in einer Tabelle der GRe(n + 1),
Falls diese bsung den Wert mindestegdhat, existiert eine
Verteilung der Objekte aut Kisten, und diese Verteilung
kann leicht aus der Tabelle extrahiert werden.

Die Berechnung eines Tabelleneintrages kostet [Zgit<
(b+ 1)*. Damit ist die LaufzeiO (b*n*). O
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Was sind die Werte voh und k£ bezogen auf unser Sche-
dulingproblem? — Die maximale Gige eines Jobs vor der
Skalierung ist durcl¥ beschankt, weil es ja einen Schedule
mit MakespanZ gibt. Nach der Skalierung und Rundung ist
die maximale GoRe also bichsteng Z/(e*Z)] = [%]. Also

konnen wir
1
e H

setzen. Bei der Entwicklung eines PTAS fassen anals
positive Konstante auf. Somit gilt

b =7 = {(1+e) E%J = 0(1) .

Damit konnen wir die Laufzeit von Schritt 2 durch
O ((bn)k) =0 (n“/eﬁ)

absclatzen. Beachte,Uf konstantes > 0 ist dies eine
polynomielle Laufzeitschranke.
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Zum Schluss riassen wir uns noch um d&rakelin Schritt 1
kiimmern. Wir beobachten

e falls Z > opt, so ist der Algorithmugrfolgreich, d.h. er
findet einen Schedule mit Makespachsteng1 + ¢) Z;

e falls Z < opt, so ist der Algorithmus raglicherweise
nicht erfolgreich.

Wir suchen einen Wertlk Z < opt, fur den der Algorith-
mus erfolgreich ist. Diese Suchahren wir in Form einer
Binarsuche durch.

Der WertS = ). p; ist eine obere Schrankérfden Make-
span. Wir lkbnnen also einen geeigneten Weént ¥ durch eine
Binarsuche auf den Zahlefi, ..., S} mit O(log .S) vielen
Aufrufen unseres Algorithmus finden.

Sei N die Lange der Eingabe in Bits. Dann gitig S < N.
Die Laufzeit des Algorithmus ist somi@(Nnl'/<"1). Fur
konstantes > 0 ist die Laufzeit also polynomiell in der
Eingabeange.
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Wenn wir alle Ergebnisse zusammenfassen erhalten wir del
folgenden Satz.

Satz 19 Es gibt ein PTAS ir das Makespan-Scheduling-
Problem auf identischen Maschinen. O

Wegen des dramatischen Einflusses vauf die Laufzeit
kann dieses PTAS nicht als praktisch angesehen werden.
Wenn wir beispielsweise mit LPT konkurrieren wollen, so
mussen wire = % setzen und erhalten eine Laufzeitschranke
vonO(Nn?). Das PTAS ist somit zwar nicht praktikabel, aber
dennoch von grol3em theoretischen Interesse, weil es zeigt
dass es keine untere Schraniteden besten in Polynomialzeit
erreichbaren Approximationsfaktor geben kann.
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Makespan-Scheduling
auf allgemeinen Maschinen

Es gibt verschiedene Varianten des Makespan-Scheduling-
Problems.

e Scheduling auf identischen Maschinen: Job [n] hat
Laufzeitp; auf jeder Maschine.

e Scheduling auf Maschinen mit Geschwindigkeiten
S1,...,Sm: Jobi € [n] hat Laufzeitf—; auf Maschine
j € [m].

e Scheduling auf allgemeinen Maschinen: Die Eingabe be

steht aus einer Matrigp;;);c(n),je[m]- Dabei bezeichnet
pi; die Laufzeit von Job € [n] auf Masching € [m)].

Die ersten beiden Probleme haben ein PAS. Das Approxime
tionsschemaiir das erste Problem haben wir vorgestellt. Das
Schemaliir das zweite Problem igthnlich.

Fur das dritte Problem, Makespan-Scheduling auf allgemei-
nen Maschinen, ist kein PAS bekannt. Der beste bekannte
Algorithmus hat den Approximationsfaktor 2. Diesen Algo-
rithmus von Lenstra, Shmoys und Tardos (1990) werden wit
uns im Folgendenaher anschauen.
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ILP-Formulierung des allgemeinen Schedulingproblems

Wir verwenden Indikatorvariablen
zi; € {0,1},4 € [n],j € [m]

sowie eine Variable, die dem Makespan entspricht.

Die Zielfunktion lautet

minimieret

Die Nebenbedingungen sind

VZG[TL] Z$1321
J€E[m]

Vj € m]: Z Tijpij <t
1€[n]

Vi € [n],j € [m] z;; € {0,1}
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Wir konnen dieses ILP relaxieren, indem wir die Ganzzah-
ligkeit aufgeben. Das so erhaltene LP kann in Polynomitlzei
gelost werden. AnschlieRendinte man versuchen durch
LP-Rundung eine ganzzahligésung zu erhalten, die nah an
der Losung des LPs ist. Das folgende Beispiel zeigt jedoch,
dass diese ldee so nicht aufgehen kann.

Beispiel: Wir nehmen an, es gibt nur einen Job und dieser
Job hat Laufzeit 1 auf jeder Maschine. Dann hat die optimals
ILP-L6sung den Wert 1. Die optimaledsung des durch
Relaxierung entstandenen LPs hingegen hat den \#Jert
Damit ist der Faktor zwischen ILP- und LP-Optimum, das
sogenannténtegrality-Gap, gleichn.

Ein derartig grof3es Integrality-Gap bedeutet, dass das Er-
gebnis des randomisierten Rundens sehr weit vom optimale
Wert des LPs entfernt sein muss. In diesem Fall liefert eine
LP-Rundung kein brauchbares Ergebnis.
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Um ein kleines Integrality-Gap zu erhalten, entwickeln wir
eine alternative ILP-Formulierung.

Wir nehmen an, ein Orakel véruns den optimalen Ma-
kespanl'. Das Orakel knnen wir, wie schon im Fall der
identischen Maschinen gesehen, durch einéa&nche in
Polynomialzeit simulieren. Die alternative ILP-Formuliag
mit vorgegebenem Makespdhbezeichnen wir mit ILPT).

Wenn der Makespan bekannt ist, haben wir die folgende
Zusatzinformation, die wir in unser ILP einfliessen lassen:

Ein Job: kann nur dann auf einer Maschineplatziert
werden, falls giltp;; < 7', denn sonst Wrde die Laufzeit
dieses einzelnen Jobs bereits den vorgegebenen Makespa
uberschreiten.
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Alternative ILP-Formulierung — ILP( 7))

DefiniereSt := {(i,j) € [n] x [m] | pi;; < T'}.

ILP(T’) hat die Variablerx;; nur fur Paarg(i, j) € Sr.

Eine Zuteilung von Job auf Maschinej fur (i, j) € St ist
damit, wie eniinscht, nicht mglich.

Der Losungsraum von ILA() wird beschrieben durch die
Nebenbedingungen:

Vi € [n] : Z Tij > 1
j:(iaj)EST
Vi€ [m]: Z zijpiy < T
1:(4,j)EST
V(i,j) € St Tij >0

Wir spezifiziererkeine Zielfunktion. Es ist ausreichend eine
beliebige zuhssige bsung zu berechnen, weil jede assige
Losung den Makespandbhstens)™ hat.
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Relaxierung und Berechnung einer LP-Losung

e Wir lassen die Ganzzahligkeitsbedingung fallen und
erhalten aus ILP() das lineare Programm LP}J.

e Mit der Ellipsoidmethode berechnen wir eine assige
Losung tir LP(T') in Polynomialzeit.

58



Berthold Vocking, RWTH Aachen, 7. Januar 2006

Diskussion verschiedener LP-Rundungsverfahren

Die nicht-ganzzahlige &sung von LP[’) kann durch rando-
misiertes Runden in eine ganzzahligésung transformiert
werden. Dabei geht man analog zum randomisierten Runde
fur das Routingproblem vor. Man zeigt, dass mit hoher Wahr
scheinlichkeit auf jeder Maschine die zugewiesene Last nur
um den Fakto© (log m) vom Wert der LP-lbsung abweicht.
Daraus ergibt sich ein logarithmischer Approximationsfak
Eine etwas genauere Rechnung zeigt, dass randomisiertes
Runden den Approximationsfakté¥( logﬁ)?m) liefert. Unser
Ziel in diesem Kapitel ist es, einen wesentlich besseremdfak
zu erreichen.

Wir werden im Folgenden ein deterministisches LP-Rundung
verfahren mit Approximationsfaktor 2 beschreiben. Unsere
Analyse beruht auf interessanten, kombinatorischen Eigen
schaften des @sungspolyhedrons des linearen Programms
LP(T"). Dazu missen wir unser Wissdiber lineare Program-
me ein wenig auffrischen und &ngzen.
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Exkursion: Eigenschaften von Basishsungen

Wie die Simplexmethode berechnet auch die Ellipsoidme-
thode eine sogenanniBasisbsung“, die einem Knoten
des Losungspolyhedrons entspricht. Wir gehen von einem
zulassigen und besdimkten LP mit endlicher &sung aus.
BezeichneD die Dimension des LPs, also die Anzahl der
Variablen, undC' > D die Anzahl der Nebenbedingungen
(Constraints). Wir erinnern uns:

Eine Basisbsung des LPs entspricht einem Knoten
des Losungspolyhedrons, also dem Schnittpunkt von
D linear unabBngigen Nebenbedingungen bzw. der
zugeldrigen Hyperebenen iR ? .

Somit ist eine Basislsung also in mindesten3 der zu den
Nebenbedingungen gétenden Hyperebenen enthalten. Es
folgt, dass in einer Basidsung mindesten® der C' Neben-
bedingungen des LR=akt (also mit Gleichheit) €iiflt sind.
Entsprechend sinddechstens” — D der Nebenbedingungen

nichtexakt erfillt (d.h. diese Bedingungen siritberertillt).
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Basisbsungen werdendufig auch alExtrempunktbsungen
bezeichnet. Dies hat seine Ursache in der geometrischen
Interpretation des &sungsraums als Polyhedron.

Ein Punktz eines Polyhedron® ist genau dann ein
Extrempunkt oder auckckpunkt vonP, wenn es
keinePunktez,,z2 € P \ {z} mit der Eigenschaft
gibt, dassr auf der Verbindungslinie zwischen
undz, liegt.

Wir erinnern uns, die Verbindungslinie zwischen zwei
Punktenz; und z, besteht aus allen Linearkombinationen
Ary + (1 — A)xg, A € [0, 1.

Aus der Konvexiat des Polyhedron® folgt, dass Extrem-
punkte nichts anderes sind als die Knoten y¥dnSomit

sind Basishsungen also Extrempunkte, und wir erhalten die
folgende alternative Charakterisierung von Ba@sahgen.

Eine zuhssige lbsung eines LPs ist genau dann
eine Basis- oder Extrempun&Hdung, wenn sie sich
nicht als Linearkombination aus anderenassgigen
Losungen bildendsst.
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Lemma 20 In einer Basisbsung fir LP(I") haben alle bis
auf chstens, + m der Variablen den Wert 0 haben.

Beweis:

e LP(T) hatD < nm Variablen undC = D +n +m
Nebenbedingungen.

¢ In der berechneten Basisung sind bchsteng” — D =
n + m viele Nebenbedingungen nicht exakt bzw. nicht
mit Gleichheit eriillt.

e Somit sind auch &ichstens: + m der Nichtnegativits-
bedingungen (also der Bedingunges > 0) nicht mit
Gleichheit eriillt.

e Es folgt, alle bis auf ichstens: + m Variablen haben
den Wert O.
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Der Allokationsgraph G Ein Graph ist eirPseudowald, wenn jede Zusammenhangs-
komponente jeweils einem Pseudobaum entspricht.

Zu einer Basiglsungz von LP(I') definieren dellokations-
graphenG = ([n]U[m], E). G ist ein bipartiter Graph, dessen
Knoten den Jobs und Maschinen entsprechen.; Jeln|

ist mit Maschinej € [m] genau dann durch eine Kante
verbunden, wenm;; > 0.

Lemma 22 Der Allokationsgrapltz ist ein Pseudowald.

Beweis: Betrachte eine beliebige Zusammenhangskompo-
nenteG' = (V’, E’). Die Knotenmengé/’ besteht aus

Ein Pseudobaum mit Knotenmengdst ein zusammeréngen- Teilmengen der Jobs und Maschinen, dh.= J’ U M’ mit
der Graph mit bchstensl | Kanten. Jeder Spannbaum eiith J' C [n] und M’ C [m]. Wir milssen zeigen, das® ein
|V| — 1 Kanten. Ein Pseudobaum ist also entweder ein Spani Pseudobaum ist.

baum oder ein Spannbaum mit Zusatzkante, d.h. ein Graph

. : . ) Das Tupel(J’, M") definiert ein eingeschnktes Schedu-
der FbchstenseinenKreis entlalt.

lingproblem, bei dem die Jobs au$ auf die Maschinen in

M’ verteilt werden sollen. Sei LPI") die Relaxierung zum

Schedulingproblent.J’, M’) mit vorgegebenem Makespan
T. Wenn wir die Basigisungz fur LP(I") auf die Variablen

x;; miti € J undj € M’ einschanken (d.h. alle anderen
Variablen streichen), dann erhalten wir einegaslige lbsung
' fur LP' (7).

Lemma 21 Falls G zusammenéngend ist, so ist: ein
Pseudobaum.

Beweis: Gemall Annahme ist: ein zusammerdngender
Graph mitn + m Knoten. Aus Lemma 20 folgt(z hat
hochstens: + m Kanten. Damit istG ein Pseudobaum. O
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Behauptungz’ ist eine Basigisung fir LP' (7). LP-Rundung mit Hilfe des Allokationsgraphen

WiderspruchsbeweisVir nehmen an’ ist keine Basigisung. e Ungeteilte Jobs:Falls die Basigisungz fur einen Job
Dann istz’ kein Extrempunkt des dsungspolyhedrons von L € _[”] eine ganzahhge Zute|lu‘ng berechnet h"’_‘t’ d.h.
LP/(T). Also gibt es zwei anderedsungenz und z fir es gibt eine Masching < [n] mit z;; = 1, so wird

LP'(T), so dass gilt diese Zuteilung direktibernommen. Wir entfernen die
entsprechenden Jobknoten und die inzidente Kanten at
= Axjp+ (1 — \)ag dem GrapherG und erhalten dadurch einen Graphen,

Lo : N , , : den wir H nennen.
far ein geeignetes € [0, 1]. Wir erganzenz} undz) um die

fehlenden Variablen ausund erhalten die &sungenr; # o Geteilte Jobs: Wir berechnen eireinseitig perfektes
undz, # x fiir LP(T). Auf diese Art gilt Matching M fur H, d.h eine Teilmenge der Kanten,

so dass jeder Jobknoten zu genau einer Kant&/in

r = Ar1+ (1 - Nz . inzident ist und jeder Maschinenknoten zoichstens

einer KanteM ordnet jedem geteilten Jalalso genau
eine Masching zu, und wir setzem;; = 1 undz;;; =0
fur j/ # j. Beachte, jede Maschine @lhbei diesem
Rundungsschrittchstens einen zaglichen Job.

Dies ist aber ein Widerspruch zur Eigenschaft, dassne
Extrempunktbsung tir LP(I") darstellt. Also istz” auch eine
Basisbsung.

Wir miissen noch die Existenz des einseitig perfekten Mat-
chingsM auf H nachweisen und zeigen, wie dieses Matching
effizient berechnet werden kann. Wir beobachten, dass der
Graph H ein bipartiter Pseudowald ist, in dem alleaBker
Maschinenknoten sind, weil alle Jobknoten mit Grad 1 durct
Streichung der ungeteilten Jobs entfernt wurden. Dieserkig
u schaft werden wir ausnutzen.

Damit istG’ also ein zusammeingender Allokationsgraph
zur Basisbsungz’ von LP (T). Jetzt folgt aus Lemma 21,
dassG’ ein Pseudobaum ist. Da diese Eigenschiaftiéde
Zusammenhangskomponente v@ngilt, ist G somit ein
Pseudowald.
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Lemma 23 Der AllokationsgraphH hat ein einseitig perfek-
tes Matching, und dieses Matching kann in Polynomialzeit
berechnet werden.

Beweis: Wir beschreiben einen einfachen Algorithmus, der
das Matching berechnet. Wir nutzen aus, dass abdt®&lim
Pseudowald? Maschinenknoten sind. Zaechst entfernen wir
alle isolierten Maschinenknoten, d.h. alle Zusammenhangs
komponenten, die nur aus einem Maschinenknoten bestehe
Den folgenden Schritt wenden wir solange an, bis kein Blatt
mehr verfigbar ist.

Wahle ein beliebiges Blaft € [m], und fuge die
inzidente Kante(j,i} (i € [n]) zu M hinzu. Dann
entferne die Knoter und: mit allen inzidenten Kan-
ten ausH und ldsche die dadurch aglicherweise
neu entstandenen isolierten Maschinenknoten.

Da der GraphH ein bipartiter Pseudowald ist, verbleiben
nach dem iterierten Entfernen alleraier nur ein paar Kreise
gerader lange. Von diesen Kreisen nehmen wir jede zweite
Kante zum Matchingl/ hinzu. Auf diese Art wird jeder
Jobknoten durch genau eine Kante adisabgedeckt, und wir
haben ein einseitig perfektes Matching konstruiert.
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Satz 24 Das Makespan-Scheduling-Probleir &llgemeine
Maschinen hat einen Polynomialzeitalgorithmus mit Appro-
ximationsfaktor 2.

Beweis: Wir missen uns nur noch um den Nachweis des
Approximationsfaktors #mmern.

e Auf jeder Maschine verursachen die durch die Ba-
sislosung ungeteilt zugewiesenen Jobs eine Last von
hochstend.

e Beim Runden der geteilten Jobs wird jeder Maschine
maximal ein Job zugeordnet, weil wir ein Matching
verwenden. Eine Matchingkan{e, j } existiert nur dann,
wenn in der Basiglsungz;; > 0 gilt. Notwendige
Bedingung ddir ist aber, dassi,j) € St ist. Aus
(i,5) € St folgt aberp;; < T. Deshalb erzeugt die
Zuteilung entlang der Matchingkanten einen Lastzuwach
von hochstend” je Maschine.

Somit ist der berechnete Makespaichstens zweimal so
grof3 wie der optimale Makesp&dn O
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