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Netzwerke und Fliisse

Ein Flussnetzwerk ist ein gerichteter Graph= (V, F, ¢)
mit zwei ausgewhlten Knotenry, s € V und einer Kapazitts-
funktionc : E — Nj. Die Quelleq hat Eingangsgrad 0 und
die Senkes hat Ausgangsgrad 0.

Wir definierenn = |V|, m = |E| und nehmen an, jeder
Knoten ist vorg erreichbar. Es gil. — 1 < m < n(n — 1).

Ein Fluss in einem Netzwerk ist eine realwertige Funktion
f: E — R mit den Eigenschaften

a) Flusserhaltungiu € V' \ {q, s} :

Y. fww)y= Y fluw)

v:(v,u)ER v:(u,v)ER
fin(u) fout(w)

b) KapaziitsbesctinkungVe € E : f(e) < c(e).

DerWert des Flussegist definiert alsv(f) = fou(q). Wegen
der Flusserhaltung gilt somit aueh( ) = fin(s).
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Problem 1 (Maximaler Fluss) Gegeben sei ein Flussnetz-
werk G. Berechne einen maximalen Fluss aufd.h. einen
Fluss mit gd3tnmbglichem Wert.

Beachte, wir haben angenommen, dass die Kantenkapazit
ganzzabhlig sind. Das ist keine besondere Eirgatkining, denn
bei rationalen Kapazten lonnen wir immer alle Zahlen mit
dem Hauptnenner multiplizieren und somit ein Flussproblenr
mit rationalen Kapazitten in ein Problem mit ganzzahligen
Kapazititen transformieren.

Die Algorithmen zur Berechnung von maximalerugsen,

die wir im Folgenden vorstellen werden, haben zahlreiche
praktische Anwendungen, die auf den ersten Blick nicht im-
mer unbedingt unmittelbar an Flussprobleme erinnern. in de
Ubungen pasentieren wir dazu einige, teilweigberraschen-
de Beispiele, wie z.B. das Meisterschaftsproblem.
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Die Ford-Fulkerson-Methode

Der folgende algorithmische Rahmen zur Berechnung eine:
maximalen Flusseg auf einem Flussnetzwek = (V. F, ¢)
geht zuiick auf Ford und Fulkerson, 1956.

Ford-Fulkerson-Methode:

1 Veec E: f(e) =0;

2 Solange es einen fv-Wag gibt

3 erlbhe den Flusg entlang vonil/ maximal;
4  Ausgabe vory.

~Tv-Weg"“ steht fir ,flussvergolRernder Weg“. Dabei handelt
es sich um Wege im sogenanntgrestnetzwerk".
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DasRestnetzwerky s zu einem Netzwerky = (V, E, ¢) und
einem Flussf ist wie folgt definiert.

e O.B.d.A. nehmen wir an, dass das Netzwétkeine
entgegengesetzten Kanten hat, d.h.

(u,v) € E= (v,u) ¢ E .

e Fur alle Paardu, v) € V? setze
C(ua U) o f(u7 U) (u7 U) S
rest;(wv) = { f(u,u) (v,u) € B

0 sonst

e G hat die Knotenmeng¥® und die Kantenmenge

E; = {(u,v) € V*| rests(u,v) > 0} .

Ein fv-Weg ist ein einfacher Weg vog nachs im Rest-
netzwerkG . (einfacher Weg = Weg auf dem jede Kante
hochstens einmal vorkommt)
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Max-Flow = Min-Cut

Die Korrektheit der Ford-Fulkerson-Methode beruht auf demr
,Max-Flow=Min-Cut‘-Theorem.

Ein Cut oderSchnitt(Q, S) in einem Flussnetzwer&' ist
eine Partionierung der Knotenmengle= QU .S mit ¢ € Q,
s€eS.

e Die Kapazitit des Schnitt§é@, S) ist definiert durch
(@, 8) = > cluv) .

(u,v)EFE
’LLGQ,’UGS,

e Der Flussiiber den Schnitt@, .S) ist definiert durch
F@.8) = ) flwv)— > flou).

(u,v)EE (v,u)€E
ueQ,veSsS vES,UEQ

Lemma 2 [Max-Flow<Min-Cut]
FUr jeden Flussf und jeden Schnitt@, S) gilt w(f) =

f(Q,95) <cQ,95). N

Dieses Lemma folgt direkt aus der Flusserhaltung. Formal

zeigt manw(f) = f(Q,S) per Induktioniiber die Gol3e der

MengeQ (vgl. Ubungen).
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Satz 3 (Max-Flow=Min-Cut)
Die folgenden Aussagen sigdjuivalent.

a) f ist ein maximaler Fluss.
b) Das Restnetzwerk' s entralt keinen fv-Weg.
c) Es gibt einen Schniti), S) mit w(f) = ¢(Q, S).

Beweis von Satz 3:
aus a) folgt b):

e Zum Zwecke des Widerspruchs, séiein maximaler
Fluss undi¥” ein fv-Weg inG ;.

e Dann kannf entlang voni¥ vergioRert werden. Dies ist
ein Widerspruch zur Maximaht von f.

aus c) folgt a):

Aus Lemma 2 folgt
w(f) = ¢(Q,S) > Min-Cut > Max-Flow ,

und somit giltw( f) = Max-Flow.
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aus b) folgt c):
e Aussage b) sagt, dasss keinen fv-Weg hat

e DefiniereQ) = {v € V' | 3 Weg vong nachv in G}
undS =V \ Q.

e Da G/ keinen fv-Weg hat, folgk € S. Also ist (@, S)
ein wohldefinierter Schnitt mig € Q unds € S.

e Fir jede Kantg(u,v) € Emitu € Q undv € S gilt
f(u,v) = c(u,v), weil sonstrest s(u,v) > 0 und somit
v € () ware.

e Fir jede Kante(v,u) € Emitv € Sundu € Q gilt

f(v,u) = 0, weil sonstrest¢(u,v) > 0 und somit
wiederumv € @ ware.

e Wir erinnern uns an die Definitionen veri@, S) und
f(Q,S) und erhalten Aussage c), well

o(Q.8) = Y cluv)
(u,v)EE
ueEQ,v €S,
= Z f(uv U) - Z f(’U,U)
(u,’u)EE (v,u)eE
uEQ,v €8S, v €S, UEQ

= (Q,5) TR u(f)
0 Satz 3
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Die Ford-Fulkerson-Methode terminiert, sobald kein fvg/\e
mehr vorhanden ist. Aus Satz 3 a) und b) folgt somit, dass d¢
berechnete Flusg maximal ist.

Satz 4 (Korrektheit) Die Ford-Fulkerson-Methode berech-
net einen maximalen Fluss.

Wir haben angenommen, dass die Kantenkagtentnaifirli-
che Zahlen sind. Unter dieser Annahme ist auch der durch
die Ford-Fulkerson-Methode berechnete Fluss ganzzahlig,
d.h. auf jeder Kante wird der Wert des Flusses durch eine
natirliche Zahl beschrieben.

Korollar 5 (Ganzzahligkeit) Fur jeden maximalen Fluss
gibt es einen ganzzahligen Fluss mit gleichem Wert.

Diese Eigenschaft wird von vielen Anwendungen ausgenutz
(vgl. Ubungen).
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Laufzeit der Ford-Fulkerson-Methode

fv-Wege lkonnen beispielsweise durch Tiefen- oder Breiten-
suche im Restnetzwerk gefunden werden. Damit dauert ein
Iteration der Ford-Fulkerson-Methode nur Zéitm). Sei

C =) .cpcle). Dader Fluss in jeder Iteration um mindes-
tens eine Einheit edht wird undC' eine obere Schrankéif
den Wert des maximalen Flusses isinken wir die Laufzeit
der Ford-Fulkerson-Methode duréhm(C') absclatzen und
erhalten damit einpseudopolynomielleaufzeitschranke.

Im Allgemeinen hat die Ford-Fulkerson-Methode keine po-
lynomielle Laufzeit. Im Folgenden werden wir jedoch sehen,
dass die Berechnung der fv-Wege mittels einer Breitensuch
eine polynomielle Laufzeit garantiert. Eine Breitensutihe
det kirzeste fv-Wege, d.h. solche Wege zwischamd s im
Restnetzwerk, die eine minimale Anzahl Kanten enthalten.

Satz 6 (Edmonds und Karp, 1969)Die Laufzeit der Ford-
Fulkerson-Methode mit Breitensuche &tm?n) = O(n®).

Zum Beweis dieses Satzesissen wir zeigen, dass der
Algorithmus nachO(mn) Iterationen terminiert.
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Lemma 7 Von lteration zu Iteration verringert sich die Di-
stanz vony zu einem Knoten € V im Restnetzwerk nicht.

Beweis: Entlang des fv-Wegesdnnen durch die Edhung
des Flusses Kanten verschwinden und entstehen. Es gibt zv
Arten von VeAnderungen.

e FUr jede Kante(u, v) auf dem fv-Weg verringert sich
rest ¢ (u,v). Kanten mit minimaler Restkapazttauf dem
fv-Weg, sogenanntElaschenhalskanten, verschwinden
aus dem Restnetzwerk, denn ihre Restkapawitrd auf
0 gesetzt.

e Gleichzeitig erlbht sich fir jede Kante(u, v) auf dem
fv-Weg die entgegengesetzte Restkagazitst s (v, u).
Falls rest (v, u) zuvor den Wert O hatte entsteht eine
neueKante im Restnetzwerk.

Zum Zwecke des Beweises, @adern wir das Restnetzwerk
in zwei Schritten undifgen zu@chst nacheinander alle neuen
Kanten hinzu und entfernen erst dann die Flaschenhalskante
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Hinzufligen von neuen Kanten:

Kann das Hinzuigen der neuen Kanten Distanzen von
der Quelle zu anderen Knoten verringern? — Nein!

Begrindung:Eine Kante(v, u) wird nur dann eingeéfgt,
wenn die Kante in umgekehrter Richtung — also die
Kante (u, v) — auf einem flussvergf3erndem Weg liegt.
Flussvergbl3ernde Wege sind abeiifzeste Weg im
Restnetzwerk. Wenn also die DistanZ von der Quelle
hat, so hat die Distanz/ + 1 von der Quelle. Die neue
Kante verbindet also einen Knoten mit Distahz 1

von der Quelle mit einem Knoten mit DistarizUm
aber die Distanz von der Quelle zu irgendeinem Knoten
zu verringern, rsste man eine gerichtetete Kante von
einem Knoten mit Distanz, fur irgendeink > 0, zu
einem Knoten mit Distanz + ¢, fur irgendeini > 1,
einfugen.

Entfernen von Flaschenhalskanten:

Offensichtlich lonnen Kanteridschungen keine Distan-
zen verringern,

OLemma?
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Beweis von Satz 6:

e Wenn immer eine Kantéu, v) zur Flaschenhalskante
wird, verschwindet sie aus dem Restnetzwerk./S#e
Distanz vong zu u zu diesem Zeitpunkt. Die Distanz von
g ZUv ist somit/ + 1.

e Die Kante(u, v) kann in einer s@teren lteration wieder
in das Restnetzwerk eindgejt werden und zwar wenn
der Fluss auf Kantév, u) erhbht wird. Dazu mussuv, u)
auf einem kirzesten Weg liegen. Da die Distanz wpnu
v sich aber nicht verringert hat, muss die Distanz yon
zuu dann aber mindesterdst+ 2 sein.

e Entfernen und Wiedereiiifen einer Kantéu, v) erhbht
die Entfernung von der Quelle zualso um 2. Da die
maximale Distanz: — 1 ist, kann eine Kante also nicht
ofter als$n mal entfernt werden.

¢ In jeder Iteration wird mindestens eine Kante entfernt.
Es gibt bis zi2m Kanten im Restnetzwerk. Also ist die
Anzahl der Iterationendn:hstenén - 2m = nm.

O Satz 6
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Der Algorithmus von Dinic, 1970

Idee: In jeder Iteration erbhe den Fluss entlang von mehreren

kiirzesten fv-Wegen.

Dazu berechne aus dem Restnetzw@rk = (V, E) ein
NiveaunetzwerlG’, = (V, E;). Furi € Ny sei

Vi = {v eV |die Distanz vorny nachv in G isti} .
G’f enthalt nur die Kanten von Niveaizu Niveau: + 1, d.h,

Ey = {(u,v) € Ef|Ji:ucVive Vi) .

G'; kann augx s durch Breitensuche in Zei@(m) berechnet
werden.
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Wir kbnnenG} als Flussnetzwerk auffassen, dessen Kan-
tenkapaziten den Restkapaaten im Restnetzwerk:
entsprechen.

e Sei¢ ein Fluss im Niveaunetzwer@}.

o Eine Kantee € FE’ heisstsaturiert, wennp(e) =
rests(e).

e ¢ heisstSperrfluss wenn jeders-Weg inG’; mindestens
eine saturierte Kante erh.

Algorithmus zur Sperrflussberechnung:

1 Vee E}:¢(e) =0;

2 Solange es einefts Weg W in G, gibt

3 erlbhe¢ entlang voniV’ soweit wie noglich;
4 entferne alle saturierten Kanten aﬂ?i’?;

5 Ausgabe vor.
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Lemma 8 Bei geeigneter Implementierung hat der Algorith-
mus zur Sperrflussberechnung eine Laufzeit &gnm).

Beweis:

Die Anzahl der in Schritt 2 berechneters Wege ist lochs-
tensm, da fur jeden gefundenen Weg mindestens eine Kante
ausG'; entfernt wird. Die Berechnung eines Weges in Schritt 2
realisieren wir in Form einer Tiefensuche. Eine einzelre Ti
fensuche kann jedoch bis #(m) Schritte beitigen. Auf
diese Art und Weise iwrden wir nur eine Laufzeitschranke
von O(m?) erhalten. Um die Laufzeitschranke(nm) ein-
zuhalten, beatigen wir noch einen weiteren Trick. Wenn wir
bei der Suche nach einegns-Weg in eine Sackgasse (= Weg
der nicht zur Senkethrt) laufen, so entfernen wir auch alle
Kanten in dieser Sackgasse aus dem Niveaunetz@éj—;trk

Amortisierte Laufzeitanalyse

e Jede dern Kante wird fochstens einmal zur Sackgassen-
kante. Das verursacht Laufzeitkost@il) pro Kante.

e Unter Vernachdssigung der Kosteriif die vergebliche
Exploration von Sackgassen, verbleibé&m fjeden der
maximalm gefundeneny-s Weg nur KosterO(n), da
jederg-s Weg hochstens: — 1 Kanten entAlt.

Gesamtkostenn - O(1) +m - O(n) = O(nm). 0
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Dinics Maximaler-Fluss-Algorithmus

1 Veec E: f(e) =0;

2 Solange es eineps Weg im Restnetzwerk gibt
3 berechne das Niveaunetzweik;

4 berechne einen Sperrflussn G’,;
5 »addiere“¢ zu f;
6 Ausgabe vory.

e Beim Addieren der Flsse in Schritt 5 ist zu beachten,
dass Hisse auf entgegengesetzten Kanten subtrahiert
werden niissen.

e Die Korrektheit des Algorithmus folgt mittels deMin-
Cut=Max-Flow‘-Theorems analog zur Ford-Fulkerson-
Methode.
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Satz 9 Die Laufzeit von Dinics Algorithmus isD(n?m) =
O(n*).

Beweis:Wir missen zeigen, dass der Algorithmus nékh)
Iterationen terminiert.

BehauptungDie Lange deslirzesten Weges im Restnetzwerk
wachst von Iteration zu Iteration um mindestens eine Kante.

e Sei/ die Entfernung zwischen und s zu Beginn der
Iteration.

e Alle urspiinglichen Wege derangel werden durch den
Sperrfluss zersétt. Aber es Bknnen neue Wege durch
neue erzeugte Kanten entstehen.

¢ Neue Kanten laufen jedoch entgegengesetzt zum Spert
fluss, also @ihren sie von Niveaw zu Niveau: — 1 fur
irgendein; > 1. Wegellber solche Kanten haberahge
mindestend + 2.

Somit gilt die Behauptung und der Satz folgt, weil dignge
einesg-s-Weges lchstens: — 1 ist. O
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Eine Propagationsphase besteht aus ejf@rward-“ und
einer,,Backward-Propagation®.

Forward-Backward-Propagation

(Malhotra, Kumar, Maheshwari, 1978) e Sei¢ der berechnete Fluss zu Beginn einer solchen Pro

o _ pagationsphase.
Gegeben ein Niveaunetzwe®. mit Restkapazétenrest s (e),

berechnen wir einen Sperrflugsn Zeit O(n?) stattO(nm).
e DasPotentialeinerKantee ist definiert als

Fur einen Knoterny € V' bezeichne pot(e) = resty(e) — d(e) ,
e A(v) ={(v,u) € E}} die vonv ausgehenden Kanten, entspricht also der noch ungenutzten Restka@aadir
e E(v) = {(u,v) € E}} die inv eingehenden Kanten. Kantee im Niveaunetzwerk.
Wir starten mit¢ = 0 und ertohen den Fluss nach und e DasPotentialeinesKnotensw ist definiert als
nach durch sogenanntéorward-Backward-Propagationen*
bis wir einen Sperrfluss im Niveaunetzwerk berechnet haber pot(v) =minq¢ > pot(e), > pot(e)
e€E(v) e€A(v)
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Forward-Propagation im Detail:

Forward-Propagation: Wir benutzen eine FIFO-Queug zur Verwaltung der Knoten
e Seiv* der Knoten mit kleinstem, positivem Potential. mit positivemUberschuss. Die Mengé(v) der vonu ausge-
Seii das Niveau von*. Wir erzeugemot(v*) Einheiten henden Kanten im Niveaunetzwerk wird als Liste verwaltet.
zusatzlichen Flusses am Knoteii. next(A(v)) bezeichnet jeweils dieathste bisher noch nicht

betrachtete Kante. Ziel ist die Berechnung eines Flugseg

e Dadurch erhalten wir eineblberschuss vopot(v*) Wert pot (v*) vom Knotenu* zur Senkes

Flusseinheiten am Knotert. DiesenUberschuss schie-
ben wir vorwarts entlang der Kanten iA(v*).

Algorithmus Forward-Propagation(v*):

e Jetzt erhalten wir einetberschuss auf einigen der 01 setzd/(v*) = pot(v*); [*initialer Uberfluss */
Knoten auf Niveau + 1. DiesenUberschuss verschieben 02 furallev # v* setzelU (v) = 0;
wir wiederum zu Knoten auf Niveai4- 2, usw. bis wir 03 fugev* in Q ein;
die Senke erreichen. 04 while Q # () do
e Dav* der Knoten mit kleinstem Potential war, ist die 05 nimm Element au@ und nenne es;
Entsorgung de$/berschussflusses sichergestellt, weil 06 while U_(U) > 0do
jeder Knoten geirgend Potential hat, um désberfluss 07 seie = (v, u) = next(A(v));
weiterzuleiten. 08 setza)(e) = min{pot(e), U(v)};
09 setzd/(v) = U(v) — ¥(e);
10 setzd/ (u) = U(u) + ¢ (e);
11 fallsu # s undu ¢ @ fugew in @ ein;
Backward Propagation: analog — ausgehend vom selben 12 Ausgabe vonp.

Knotenv* wird derUberfluss zur Quelle propagiert.
Der Flussy wird dann zum Flusg addiert.
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Die Propagationsphasen werden solange wiederholt bis eir
Sperrfluss berechnet ist. Die Kanten- und Knotenpotentiale
werden dabei nach jeder Propagationsphase angepasst. Kr
ten und Kanten mit Potential O werden adduriert bezeichnet
und werden in den kommenden Propagationsphasen nicht
mehr betrachtet, also aus dem Niveaunetzwerk entfernt. Die
Sperrflussberechnung terminiert, sobald alle Knoten enitfe
sind.

Beobachtung 10 Nach sgtestens. — 1 Propagationsphasen
ist ein Sperrfluss berechnet, weil in jeder Phase mindesten:
ein Knoten saturiert wird.
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Lemma 11 Eine Forward-Propagation kann in Zéltn + ¢)
durchgeiihrt werden, wobef die Anzahl der neu saturierten
Kanten ist. (Backward-Propagation analog.)

Beweis: Die Verwendung der FIFO-Queug garantiert die
folgenden Eigenschatften.

1) Die Niveaus werden strikt nacheinander abgearbeitet.

2) Dadurch wird jeder Knotendthstens einmal aus der
Queuel) entnommen.

3) FHir jeden entnommenen Knoten werden alle bis auf
maximal eine debetrachteten Kanten saturiert.

Pro Knotenv gibt es somit maximal eine Kante if(v), die
betrachtet aber nicht saturiert wird.

Die Laufzeitkostenwerden auf die Kanten umgelegt:
e Fur jede betrachtete Kante entstehen Kosi¢h).
e Die Anzahl betrachteter, saturierter Kantervist

e Die Anzahl betrachteter, nicht saturierter Kanten ist
hochstens..

Damit sind die Gesamtkost&n(n + ). O
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Satz 12 Durch Forward-Backward-Propagation kann man
einen Sperrfluss in Zet®(m + n?) = O(n?) berechnen.
Dadurch erlt man einen Algorithmus zur Berechnung eines
maximalen Flusses mit Laufzeit(n?).

Beweis von Satz 12

e Beobachtung 10 liefert das nubthstens: — 1 Propaga-
tionsphasen zur Sperrflussberechnudggisind. Se¥;
die Anzahl der in dei-ten Propagationsphase gsthten
Kanten,1 <:<n —1.

e Dann ergibt sich aus Lemma 11 die folgende Laufzeit-
absclatzung fir die Sperrflussberechnung:

n—1 n—1
> Om+t) = 0<n2+2@> = O(n®+m) .
1=1 =1

e Dan — 1 Sperrflussberechnungen einen maximalen Flus
liefern, folgt der Satz.
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