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Competitive-Analyse

Online-Algorithmen sind dadurch gekennzeichnet, dass die
Eingabe nicht vorab bekannt ist sondern erst nach und nacl
aufgedeckt wird. Dem Online-Algorithmus wird eine Anfra-
gesequenz

O —=01,092,...,0m

prasentiert und der Algorithmus muss die Anfragdoedienen
ohne die Zukunft, also die Anfragery mit ¢’ > ¢, zu
kennen. Beim Bedienen der Anfrage entstehen Kosten, die
von vorherigen Entscheidungen @olgen. lr einen on-line
Algorithmus.4 und eine Anfragesequemnzbezeichne” 4 (o)

die Kosten von4 aufo.

Sleator und Tarjan (1985) haben vorgeschlagen, die Qualit
von Online-Algorithmen in Form eines Vergleiches mit der
optimalen Strategie nachzuweisen. Bezeichfi¢s) die
Kosten einer optimalen Strategi@érfdie Anfragesequenz.
Algorthmus A wird als c-competitive bezeichnet, wenn es
einen festen Wer gibt, so dassir jede Anfragesequenz

gilt

Cylo) < c-C*(o)+a .

Der Termc wird auch alsCompetitive-Faktor bezeichnet.
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Wir konnen eine Competitive-Analyse als ein Frage-Antwort:
Spiel zwischen einem Online-Algorithmus und einem Gegne
auffassen, wobei der Gegner die Anfragefghchst so

stellt, dass der Fakto% moglichst grol3 ist, und der
Online-Algorithmus so antwortet, dass dieser Faktoghtht
klein ist.

Als Einfuhrung in das Gebiet der Online-Algorithmen und
Competitive-Analyse werden wir im folgenden exemplarisch
zwei Probleme betrachtenamlich das File-Allocation-
Problem (mit uniformen Kosten auf zwei Knoten) und das
Paging-Problem. In beiderafen geben wir untere und obere
Schrankeniir den Competitive-Faktor.
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Das File-Allocation-Problem (FAP)

Beim FAP geht es um die Verwaltung von Dateien in Compu
ternetzwerken. Falls von vielen Nutzern lesend auf eineiDat
zugegriffen wird, ist es sinnvoll viele lokale Kopien diese
Datei zu erzeugen, aglichst an denjenigen Netzwerkknoten
von denen oder in derendke die Datei gelesen wird. Im
Falle von Schreibzugriffen, issen jedoch alle Kopie aktuali-
siert oder invalidiert werden, so dass émgtiger ist wenige
Kopien zu halten.

In dieser Vorlesung besdmken wir uns auf ein extrem ein-
faches Netzwerk,damlich ein Netzwerk aus nur zwei Knoten,
a undb, die durch eine Leitung miteinander verbunden sind.
Eine Datei kann entweder auf dem Knotendem Knoten

b oder auf beiden Knoten gehalten werden. Es gibt also die
Konfigurationenla], [b] oder|ab]. Die Anfragesequenz be-
schreibt in welcher Reihenfolge von welchem Knoten gelese
oder geschrieben wird. Dabei steht= r(v) fur eine Lese-
anfrage von Knotem € {A, B} zum Zeitpunktt > 1 und

o = w(v) fur eine entsprechende Schreibanfrage.
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Der Online-Algorithmus muss die folgenden Spielregeln
einhalten. Nachdem; prasentiert ist, bedient der Algo-
rithmus diese Anfrage, ohne zikftige Anfragenos;, mit

t" > t zu kennen. Wir kmmern uns nicht um die Details
der Durchfihrung, sondern definieren stattdessen abstrakte
Servicekostenir die einzelnen Zugriffe. Sei € {a, b}.

e Bei Anfrageos; = r(v) in Konfiguration[u|, v € {a, b} \
{v}, entstehen Servicekosten ke einer Einheit;

e Bei Anfrages; = w(v) in den Konfigurationerab] oder
[u], uw € {a,b} \ {v}, entsteht eine Einheit Servicekosten.

Wir nehmen an, dass der Online-Algorithmus erst die Anfrag
o, bedient und dann die Konfiguration anpasst. Beim Erzeu-
gen einer neuen Kopie (nicht aber beiraschen) entstehen
zusatzlich Migrationskosten in ldhe vonD > 1 Einheiten.
Der ParametePD wird damit begiindet, dass die Migration
einer ganzen Dateidufig wesentlich teurer ist als der Zu-
griff auf nur ein einzelnes Datum aus dieser Datei. In dieser
Vorlesung vereinfachen wir und nehmen 2n= 1, d.h. wir
untersuchen eine vereinfachte Variante des allgemeinéh FA
mit uniformen Kosten auf zwei Knoten.
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Obere Schranke fur FAP

Wir zeigen, dass der folgende Online-Algorithmus 3-contipet
ist. Der Algorithmusandert die Konfiguration nur in den fol-
genden Rllen.

e Bei Anfrageos; = s(v), s € {r,w}, in Konfiguration[u],
u # v, geheliber zu Konfiguratiorabd].

e Bei Anfrages; = w(v) in Konfiguration[ab] gehelber
zu Konfiguration[v].

Beachte, im ersten Fall entstehen Service- und Migrati-
onskosten jeweils in Bhe einer Einheit, also werden zwei
Kosteneinheiten zugerechnet. Im zweiten Fall entsteht nur
eine Einheit Kosten, da dasikchen einer Kopie keine Mi-
grationskosten verursacht. Alle anderen Arten von Zugniff
verursachen keine Konfigurationswechsel und auch keine
Servicekosten.

Satz 1 Der oben beschriebene Algorithmus tlas uniforme
FAP auf zwei Knoten ist 3-competitive.
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Beweis: Zunachst beobachten wir, es gibt keine direkten
Konfigurationsibergainge von[a] nach[b] oder umgekehrt,
sondern nutJbergange der Fornfu] — [ab] und[ab] — [u]
furu € {a, b}.

O.B.d.A. starte unser Online-Algorithmus in der Konfigura-
tion [ab], und der erste Zugriff sei ein Schreibzugriff. (Falls
das nicht der Fall ist, entstehen nf1) zusatzliche Kos-
ten, die wir wegen des additiven Terms in der Definition
des Competitive-Faktors vernaékkigen drfen.) Der erste
Zugriff endet dann in Konfiguratiofu] oder [b]. Es folgen
moglicherweise mehrere Zugriffe die in derselben Konfigu-
ration enden, danach folgen Zugriffen, die in Konfiguration
[ab] enden, dann wieder Zugriffe, die alle[u] oder alle in[b]
enden, usw.

Wir kdnnen somit die Anfragesequenz in disjunkeasen
maximaler lange einteilen, so dass die Zugriffe in einer
Phase alle in derselben Konfiguration enden. Es folgt imme
jeweils einelab]-Phase auf eingu|- oder [b]-Phase. Eine
Doppelphase bestehe aus einpPhasen € {a, b}, gefolgt
von einer|ab|-Phase.
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O.B.d.A. betrachte eine Doppelphase bestehend aus einer
[a]-Phase gefolgt eingub]-Phase. Wir zeigen nun der Online-
Algorithmus hat Kosten 3 in der Doppelphase:

e Der erste Zugriff in defa]-Phase ist ein Schreibzugriff
von Knotena mit Servicekosten 1, aber ohne Migrations-
kosten, denn es wird nur eine Kopie getht.

e Alle folgenden Zugriffe in defa|-Phase sind Zugriffe
von a und verursachen keine Kosten, denn der erste
Zugriff von b wirde bereits zujub]-Phase gebren.

e Der erste Zugriff in defab]-Phase geht vom Knoten
aus und hat Servicekosten 1 und Migrationskosten 1.

e Alle weiteren Zugriffe in deffab]-Phase sind kostenlose
Lesezugriffe, denn Schreibzugriffeimden bereits zur
nachsten Doppelphase gebn.

Wir missen nun nur noch zeigen, dass jeder Algorithmus
Kosten mindestens 1 in der Doppelphase hat. Zum Zwecke
des Widerspruchs, sel ein Algorithmus mit Kosten 0. Vor
dem ersten Zugriff in defa]-Phase, &lt A nur eine Kopie
aufa, denn sonst Wirden Kosteniir diesen Schreibzugriff von
a anfallen.A kann keine Kopien migrieren. Also ist der erste
Zugriff in der [ab]-Phase nicht kostenlos, da dieser Zugriff
vom Knotenb ausgeht. Ein Widerspruch! O
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Untere Schranke fur FAP

Satz 2 Es gibt keinen deterministischen Online-Algorithmus
mit Competitive-Faktor besser als @rfuniformes FAP auf
zwei Knoten.

BeweisFixiere einen beliebigen Online-Algorithmué. Die
jeweils zuletzt durch4 erzeugte Kopie bezeichnen wir als
neuesteKopie. Seio die Eingabesequenz, die immer auf
demjenigen Knoten eine Schreibanfrage stellt, auf dem die
neueste Kopiaicht liegt. Wir werden zeigen, dass gilt

Cu(o) >3-C*(o) .
Hieraus folgt der Satz.

Fur den Nachweis der obigen Ungleichung definieren wir die
folgenden drei Strategien, die immer nur auf einem Knoten
eine Kopie halten.

e Strategie 1 Alt eine Kopie auf Knoten.
e Strategie 2 Alt eine Kopie auf Knotean.

e Strategie 3 Altimmer eine Kopie auf demjenigen Knoten,
auf dem sichicht die neueste Kopie vor befindet.
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Vergleich der MigrationskosteiDie ersten beiden Strategien
verursachen keine Migrationskosten. Die Migrationskoste
der dritten Strategie entsprechen genau den Migratioteskos
von A. Also haben die Strategien 1 bis 3 zusammen dieselbe
Migrationskosten wie Algorithmusgl.

Vergleich der Servicekostemlgorithmus A verursacht in
jedem Schritt eine Einheit Servicekosten. In jedem Schritt
verursacht entweder Strategie 1 oder Strategie 2 eine iEinhe
Servicekosten. Strategie 3 verursacht keinerlei Serostek.
Also haben die Strategien 1 bis 3 zusammen auch dieselbe
Servicekosten wie Algorithmud.

Es folgt
Calo) = Ci(o) + Ca(0) + Cs(0) = 3C(0) ,

wobei die letzte Ungleichung sich ad§(o) > C*(o0),
1 <14 <3, ergibt. O
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Das Paging-Problem
Bekannte Paging-Verfahren (Online-Algorithmen)

Wir betrachten ein Zwei-Schichten Speichersystem bestehe e LRU (Least Recently Used): ver@nge diejenige Seite,
aus einem langsamen Speicher (Hauptspeicher) und einen deren letzter Zugriff amangsten zuirckliegt

schnellen Speicher (Cache). Der Cache ist wesentlichédein
als der Hauptspeicher und hat nur Plaiz # Speicherseiten
(bzw. Cache-Lines). Eine Anfragg entspricht jeweils einer
Seite. Falls diese Seite nicht im Cache vorhanden ist, go lie FIFO (First In First Out): verdinge diejenige Seite, die
ein Seitenfehler vor, d.h. die Seite muss aus dem Cache nac sich am &ngsten im Cache befindet

geladen werden und gegebenenfalls muss eine andere Sei
verdiangt werden. Ein Online-Algorithmus muss entscheiden
welche Seite ver@dngt wird, ohne die zulknftigen Anfragen

zu kennen.

LFU (Least Frequently Used): vegrge diejenige Seite,
die am seltensten nachgefragt wurde

LIFO (Last In First Out): verdinge diejenige Seite, die
als letztes in den Cache geladen wurde

RANDOM: verdrange eine uniform zatlig ausgevahlte

Seite aus dem Cache
Wir werden zuiachst deterministische Verfahren untersucher

und dabei feststellen, dass keine wirkliGherzeugenden
Competitive-Faktoren igglich sind. Um den Gegngauszu-
tricksen® bertigt man Randomisierung. Wir werden sehen,
dass randomisierte Online-Algorithmen einen wesentlich Ein optimales Verfahren (Offline-Algorithmus)
besseren Competitive-Faktor erreichen als determiolstis
Verfahren. Dabei ist wichtig, dass sich die Online-Ver&hr
nicht vom Gegney,in die Karten schauen lassen” , d.h. die
Zufallsbits sind geheim undidifen nicht in die gegnerische
Eingabesequenz einfliessen.

FWF (Flush When Full): entleere den Cache valtstig
bei jedem Seitenfehler

e LFD (Longest Forward Distance): vegdrge diejenige
Seite, derenachster Zugriff am weitesten in der Zukunft
liegt
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Obere Schranke flr deterministisches Paging

Wir teilen die Anfragesequenz in sogenanktBhasen ein:
e Phase 0 bezeichnet die leere Teilsequenzyor

e Phase > 1 ist die maximale Teilsequenz, die direkt im
Anschluss an Phage- 1 startet, und in der aufdthstens
k viele verschiedene Seiten zugegriffen wird.

(Wir erinnern unsk bezeichnet die (&f3e des Caches.)

Ein Marking-Algorithmus assoziiert (implizit oder explizit)
ein Bit mit jeder Seite, das angibt, ob die jeweilige Seite
markiert oderunmarkiert ist. Zu Beginn einer Phase wer-
den alle Seiten unmarkiert. Sobald in einer Phase auf eine
Seite zugegriffen wird, so wird sie markiert. Ein Marking-
Algorthmus ist nun dadurch gekennzeichnet, dass er niemal
eine markierte Seite verangt.

13
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Satz 3 Jeder Marking-Algorithmus! ist k-competitive.

Beweis:
Fur jede Sequenz hat.4 die folgenden Eigenschaften.

Zu jeder Zeit sind alle markierten Seiten im Cache.
Jede Markierung verursachbthstens einen Fehler.

In jeder Phase gibt es somibthstens: Seitenfehler.

Andererseits hat jede Strategie pro Phase (bis auf dieletzt
Phase) mindestens einen Seitenfehler. Warum?

Seip die erste in Phaseangefragte Seite.

Betrachte die Teilsequenz die mit dem zweiten Zugriff
aus Phaséanfangt und mit dem ersten Zugriff aus Phase
¢ + 1 aufhort.

Zu Beginn der Teilsequenz sind neben der Sgitech
hochsteng: — 1 andere Seiten im Cache.

In der Teilsequenz gibt es Zugriffe akfverschiedene
Seiten, die alle auch verschieden yosind.

Also mul3 mindestens eine dieser Seiten pro Phase (bi:
auf die letzte Phase) nachgeladen werden.

EsfolgtC4(c) <k-(C*(o)+1) =k -C*(0) + k. 0

14



Berthold Vocking, RWTH Aachen, 5. Januar 2006

Satz 4 LRU und FWF sind Marking-Algorithmen.

Beweis: Bei FWF werden genau die markierten Seiten im
Cache gehalten. FWF ist also so etwas wie ein minimaler
Marking-Algorithmus.

Um zu zeigen, dass LRU ein Marking-Algorithmus ist, be-
trachte eine beliebigk-Phase.

e Zu jedem Zeitpunkt in dieser Phase gibt es eine Menge
von hochsteng: markierten Seiten.

e LRU berechnet diese Markierungen nicht explizit, aber
die markierten Seiten entsprechen genau denjenigen
Seiten, auf die seit Beginn der Phase zugegriffen wurde.

e Die Markierungen kennzeichnen also diejenigen Seiten
auf die zuletzt zugegriffen wurde.

Offensichtlich werden diese Seiten von LRU nicht vérdit.
Also ist LRU ein Marking-Algorithmus. O

Korollar 5 LRU und FWF sindk-kompetitive.
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Nicht-competitive Algorithmen

Ein Online-Algorithmus wird alsompetitive bezeichnet, falls
er einen Competitive-Faktor hat, der nicht von dange der
Eingabesequenz aéhgt.

Satz 6 LFU ist nicht competitive.

Beweis:Betrachte die Sequenz

o = pf{: pg: R pi}—l) (pka pk-l-l)g_l

Es gibt eine einfache Strategiérfdiese Sequenz mitlehs-
tensk + 1 Seitenfehlern. LFU hingegen verursacht in jedem
Zugriff nach den erstetk — 1)¢ vielen Zugriffen einen Fehler,
und verursacht somit insgesamt mindest&ifs— 1) Fehler.
Wir konnen den Competitive-Faktor von LFU also beliebig
nach oben treiben, indem wirgeriigend grol3 \&hlen. O

Ubungsaufgaben:
e Beweise, FIFO iskein Marking-Algorithmus.
e Beweise, FIFO ist (dennocl)}competitive.

e Beweise, dass LIFO hingegen nicht competitive ist.

16
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o _ Die gegnerische Sequenzund der Offline-Algorithmuds
Untere Schranke flr deterministisches Paging sehen wie folgt aus.

e Es gebek + 1 Seiten. Die ersteh Zugriffe gehen auf
verschiedene Seiten. Danach hab&nnd B dieselben

Satz 7 Es gibt keinen deterministischen Online-Algorithmus o
Seiten im Cache.

fur das Paging-Problem mit competitive-Faktor bessek als
e Ab Zugriff k£ fordert der Gegner immer genau diejenige
Beweis: Seite an, die nicht im Cache vohist. Bei einer Sequenz
Fixiere einen beliebigen Online-Algorithmu4. A ist c- der Langek + m hat.4 somit genawk + m Fehler.
competitive falls gilt, es gibt einen Term so dassiir jede

Anfragesequenz gilt e 3 hingegen, verd@mgt immer die Seite, die in defachs-

tenk — 1 Schritte nicht nachgefragt wird, und verursacht
Cy(o) < c-C*(o)+a . somit lichstens allé Schritte einen Seitenfehler. Insge-

N , _ L samt macht dag + [ 7*| Fehler fir 3.
Wir mussen nachweisen, dadsnicht c-competitive ist @r

¢ < k. Dazu ist zu zeigen, das$§rfjeden Terma eine Fur jedes vorgegebene< £ und jeden beliebigen Term
Anfragesequenz und ein Offline-Algorithmus3 existiert, so konnen wir offensichtlichn grof3 genug &hlen, so dass gilt
dass qilt

Cate > e Cut . bom > e (6 [2]) o

Also ist.A nicht c-competitive @ir c < k. O
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Competitive-Analyse flr randomisierte
Online-Algorithmen

Die untere Schranke hat verdeutlicht, wo die Schwierigbeit
der Entwicklung von Online-Algorithmen liegt. Wieédknen

wir einen Gegner austricksen, der den Online-Algorithmus
kennt? — Wir verwenden Zufallsbits und machen dadurch de
Online-Algorithmus aus des Sicht des Gegners unvorherser
bar. Es ist wichtig, die Reihenfolge festzulegen, in der der
Online-Spieler und der Gegner agieren.

1) Der randomisierte Online-Algorithmu4 wird bekannt-
gegeben, ohne die Zufallsbits zu bestimmen.

2) Dann pésentiert der Gegner eine Anfragesequenz
3) Erst danach werden die Zufallsbits ausgdeit.

Ein derartiger Gegner, der den Algorithmus kennt aber nicht
die Zufallsbits, wird alsoblivious bezeichnet. Das Wort
»0oblivious® ist schwer zuibersetzen und bedeutet so viel
wie ,,aulder acht lassen”. Beachte, wenn man die Reihenfolg
der Schritte 2) und 3) vertauscht ist die Randomisierung
bedeutungslos.
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Wir mussen die Definition des Competitive-Faktors auf die
neue Situation anpassen. Wir sagen ein randomisierten©nli
Algorithmus A ist c-competitive, falls es einen festen Wert
a gibt, so dassifr jede Anfragesequengz, die durch einen
oblivious Gegner bestimmt ist, gilt

E[Ca(o)] < c-C*(o)+a .

Wir werden sehen, dass eine sehr einfache Randomisierun
im Falle des Paging-Problems zu signifikant besseren Ergel
nissen tihrt.
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Obere Schranke fur randomisiertes Paging

Lemma 9 Die amortisierten Kosten von OPT, die wir der

Wir verwenden einemandomisierte Marking-Algorithmys ) _ _
betrachteten Phase zurechnémiken, sind mlndesterfs

den wir MARK nennen. Bei einem Seitenfehler veadgt
MARK eine uniform zuéllig ausgevithlte nicht markierte
Seite aus dem Cache.

Beweis:Die Seitenmengen, die in MARKSs bzw. OPTs Cache
abgespeichert sind, bezeichnen wir ibzw. 5*. Seid der
Wert von|S™* \ S| zu Beginn der Phase urnti dieselbe Gol3e
Satz 8 MARK ist (2H}, )-competitive. am Ende der Phase.

¢ In der betrachteten Phase muss OPT mindesfensi
Seiten in den Cache nachladen, weaidlchstens! der
nachgefragten frischen Seiten zu Beginn der Phase in

Beweis:
Betrachte eine beliebigePhase.

Zu jedem Zeitpunkt in der Phase unterscheiden wir die

_ _ OPTs Cache sind.
folgenden Arten von unmarkierten Seiten. _ _
(Hier geht ein, dass der Cache von MARK am Anfang
o Eine Seite, die unmarkiert ist, aber auf die in der vorhe- der Phase keine frischen Seiten éiith
rigen Phase zugegriffen wurde, wird &isrherige Seite _ _ _
bezeichnet e AuBerdem verdingt OPT mindesteng Seiten, weild’

der in der Phase nachgefragten Seiten am Ende der Ph:
e Eine Seite, die weder markiert noch vorherig ist, wird als nicht im Cache von OPT sind.

frisch bezeichnet.

(Hier geht ein, dass der Cache von MARK am Ende der
Sei f die Anzahl der frischen Seiten, die in dieser Phase Phase alle in dieser Phase nachgefragten Seiteélehth
nachgefragt werden.

Bezeichne OPT eine optimale Strategie.
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O.B.d.A sei OPT eirfaulerAlgorithmus, der Seiten nur dann
verdiangt, wenn neue Seiten geladen werden.
Dann ist die Anzahl der Seitenfehler mindestens

f d d

1
max{f —d,d} > S(f—d+d) = 5 -5+

Aufsummiertuber alle Phasen verrechnen sich die Telg*ne
und < bis auf fir die erste und letzte Phase. Alsirkien wir
der betrachteten Phase mindestériéehler zurechnen.

23
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Lemma 10 Die erwartete Anzahl der Fehler von MARK in
der betrachteten Phase istdhnstensf - H,..

Beweis:MARK macht f Fehler fir Zugriffe auf frische Sei-
ten. Wieviele Fehler macht MARKUF Zugriffe auf vorherige
Seiten?

Am Anfang der Phase gibt es genaworherige Seiten.
MARK musss = k — f < k — 1 Zugriffe auf verschiedene
vorherige Seiten bedienenul = 1,...,s seip; diei-te
vorherige Seite, auf die zugegriffen wird, utydder Zeitpunkt
unmittelbar vor dem Zugriff aup,.

e Zum Zeitpunktt; gibt es nur noclk — ¢ + 1 vorherige
Seiten, weil die Seitep, ..., p;_1 ja bereits markiert
wurden und somit nicht mehr als vorherige Seitahlen.

e Essind lbchsteng Speichergitze im Cache mit frischen
Seiten gdillt, d.h. hbchstensf der vorherigen Seiten
wurden verdangt.

Zum Zeitpunktt; gibt es alsok — 7 + 1 vorherige Seiten
von denen bchstensf viele Seiten verdingt wurden. Jede
vorherige Seite hat dieselbe Wkeit veidgt zu werden.
Deshalb wurdey; hochstens mit Wkei;{_{ﬁ verdrangt.
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Somit sind die erwarteten Kosten beim Zugriff ayfhochs-

tens
f f f
1. (1= = .
k—i+1+0 E—i141 E—i+41

Damit konnen wir die Kostenir Zugriffe auf vorherige Seiten

folgendermal3en nach oben aldizen.

s k

Zk—l—l—z Z

=2

C(Hp—1) .

Zusammen mit den Kosteruf Zugriffe auf frische Seiten
macht das chstensf - H;, Seitenfehler. O

Satz 8 folgt jetzt unmittelbar aus den beiden Lemmas. O

Ein anderer randomisierter Paging-Algorithmus erreiolgies
den Competitive-Faktakl ;.. Allerdings ist dieser Algorithmus
wesentlich komplizierter. Eine untere Schranke zeigts dgs
tatsachlich der bestiigliche Competitive-Faktorifr das
Paging-Problem ist.
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Untere Schranke flr randomisiertes Paging

Satz 11 Es gibt keinen deterministischen Online-Algorithmus
mit Competitive-Faktor besser al$; .

Beweis: Fixiere einen randomisierten Online-Algorithmus
A. Es gebek + 1 verschiedene Seiten. Die gegnerische
Anfragesequenz besteht aus beliebig vielerPhasen.
Beachte, da es insgesamt riu#- 1 viele Seiten gibt, macht
ein optimaler Algorithmus nur einen Seitenfehler g@ro
Phase (abgesehen von der ergtdPhase, die wir ignorieren
kdnnen).

Wir werden zeigen, dass der Gegner die Sequederart
konstruieren kann, dass die erwarteten Kosten xopro
k-Phase mindestend;, betiagt. Wegen der Linea#t des
Erwartungswertes folgt somit der Satz. Zu jedem Zeitpunkt
kann der Gegner bestimmen welche Seite der Algorithius
mit welcher Wahrscheinlichkeit im Cachélh Bezeichne;

die Wahrscheinlichkeit, dass dige Seitenichtim Cache von
A ist. Die Konstruktion vors darf von diesen Wahrschein-
lichkeiten nicht aber von den Zufallsbits gbigen.
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Wir zeigen nun wie der Gegner eikePhase konstruiert. Der
erste Zugriff sei beliebig vorgegeben. Die anderen Zugriff
und der erste Zugriff der nachfolgenden Phase werden wie
folgt konstruiert. Wir teilen diese Zugriffe ik Subphasen ein.
Wir stellen uns vor, dass der Gegner die Seiten genau wie e
Markingalgorithmus markiert. Zu Beginn déten Subphase
gibt es gena&t — 7 + 1 unmarkierte Seiten. Am Ende detten
Subphase soll die+ 1 Seite markiert werden und diéchste
Phase beginnt. Wir konstruieren die Subphasen derart, das
die erwarteten Kosten vod fur die i-te Subphasg—i—
betragen. Damit sind die erwarteten Kosten vbim dieser
Phase

k
1
_ - —H .
Z;k—i+1 &

Die einzelnen Subphasen werden wie folgt konstruiert. Jede
Subphase besteht aus null oder mehreren Anfragen nach
markierten Seiten gefolgt von einer Anfrage nach einer
unmarkierten Seite. Séil die Menge der markierten Seiten
zu Beginn dei-ten Subphase. Es gjl#/| = i und die Anzahl
der unmarkierten Seiten ist— i + 1.
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Seivy = Zjeij. In Abhangigkeit vony unterscheiden wir
zwei Rlle.

Fall 1: Fallsy = 0 ist, so sind mit Wahrscheinlichkeit 1 alle
¢ markierten Seiten im Cache voh Der Cache entht also
hochstensg: — ¢ derk — 7« + 1 unmarkierten Seiten. Also muss
eine unmarkierte Seiteexistieren, @ir die gilt
. AN S
¢ = k+1—1i k+1—1i

Der Gegner fragt diese Seite an und die Subphase endet.
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Fall 2: Falls~ > 0 ist, dann gibt es eine Seite € M mit

pm > 0. Setzes = p,,,. Als erstes wird nun in dieser Subphase
die Seitem nachgefragt. Die erwarteten Kostdir fdiesen
Zugriff sind e. Solange die erwarteten Kosten vaghnoch
nicht ﬁ betragen und solange> ¢, wird dann diejenige
Seite ausM angefragt, die mit gif3ter Wahrscheinlichkeit

nicht im Cache vorA ist.

Wir stellen zur@gchst fest, dass die obige Schleife terminiert.
Da~ > ¢ ist, und somit jede lteration m'+|t]77| > ﬁ zu

den erwarteten Kosten vaA beitragt. Wenn die Schleife
terminiert, sind entweder die erwarteten Kosten vbgrol3
genug odery < e. Im letzteren Fall fragt der Gegner diejenige
unmarkierte Seité an, die mit gol3ter Wahrscheinlichkeit

1

nicht im Cache ist. Es gilp, > ﬁ Damit sind die

erwarteten Kosten vod mindestens
N -y N l—e 1
k+1—i = " T k41—i = k+1—i

E+py, = €
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Beweismethode: Potentialfunktion

Bisher basierten unsere Analysen im wesentlichen darauf,
dass wir die Anfragesequenz in Phasen eingeteilt haben un
dann die Kosten des Online- und des optimalen Offline-
Algorithmus phasenweise verglichen haben. Teilweise muss
ten wir die Phasen jedoch ein wenig verschieben oder die
Kostenuber verschiedene Phasen amortisieren. Eine elegan
Methode um Kosten zeitlich zu verlagern ist die sogenannte
Potentialfunktionsmethode.

In einigen Schritten verursacht der Online-
Algorithmus weniger Kosten, als der Competitive-
Faktor erlaubt. Wir Bnnen uns vorstellen, diese
gesparten Ausgaben auf einem Konto anzusammeln,
um sie dann eventuell aper fir teurere Schritt
einzusetzen. Did®otentialfunktion entspricht einer
Invariante, die in jedem Schritt den Kontostand (das
sogenannte Potential) beschreibt.

D

Die eigentliche Kunst bei der Analyse ist es die richtige Po-
tentialfunktion zu finden. Kennt man die Funktion, so ist die
Analyse laufig sehr einfach. Es ist Zeifif ein Anwendungs-
beispiel.
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Asymmetrische Competitive-Modelle:Um den Vorteil der
Online-Strategie auszugleichen, samken wir die optimale
Strategie kinstlich ein. Zu diesem Zweck verkleinern wir ih-
ren Speicher um einen Faktor, oder anders herum gesehen,
wir vergrol3ern den Speicher des Online-Algorithmus um der
Faktorm.

Wir sagen ein Online-Algorithmus mit einem Cache der
GroRemk ist (m, c¢)-competitive, falls er-competitive im
Vergleich zu einer optimalen Strategie mit einem Cache der
Groliek ist.

Satz 12 RANDOM ist (2, 2)-competitive.

Diesen Satz werden wir mit der Potentialfunktionsmethode
beweisen.
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Beweis von Satz 12:
Sei OPT eine faule, optimale Strategie.

Wir definieren das Potentialals die Anzahl derjenigen Seiten
Im Cache von OPT, die nicht auch im Cache von RANDOM
gespeichert sind”' bezeichne die Kosten von RANDOM
und C* die Kosten von OPT. Al$gnvariante zeigen wir, nach
Abarbeitung jeder Anfrage qilt:

E[C] +2E[¢] < 20" .

Da ¢ per Definition nicht negativ ist, folgk [C] < 2C*. Also
ist RANDOM (2, 2)-competitive.

Betrachte eine beliebige Anfrage. Mit AC, AC*, A¢ be-
zeichnen wir die additiven Vanderungen der jeweiligen
Kostenwerte sowie der Potentialfunktion durch die Abarbei
tung vono;. Wir zeigen

E[AC] +2E[A¢] < 2AC* .

Da diesesiir jede einzelne Anfrage gilt, folgt die Invariante.
(BeachteE [A¢] kann durchaus negativ sein.)
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Wir betrachten vier Elle in Abhangigkeit davon, ob RAN-
DOM und OPT die angefragte Setigim Cache haben.

e Beide Strategien haben im Cache. Dann gilAC =
Ap = AC* = 0.

e Keine der Strategien hat, im Cache. Dann gilAC =
AC* = 1 undE [A¢] < 1, weil RANDOM mit Wkeit
h'c')chstens% eine der Seiten, die auch in OPTs Cache
gespeichert sind, verangt.

e OPT Hhalt o; im Cache, RANDOM nicht. Dann gilt
AC =1, AC* = 0undE[A¢] < —1, weil einerseits
der Unterschied zwischen den Caches von RANDOM
und OPT um die Seite; verringert wird, andererseits
aber RANDOM mit Wkeit fdchstens; eine andere der
Seiten aus OPTs Cache verliert.

e RANDOM halt o; im Cache, OPT nicht. Dann gilt
AC =0, AC* =1 undE[A¢] < 0.

In allen vier Rllen gilt AC' + 2E [A¢] < 2AC™*. Also folgt
die Invariante und somit das Theorem. O
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